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Módulo Básico de Ingenieŕıa
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[1] Dado el sistema de ecuaciones lineales

x + y + z = 1
x + 3z = a+ 1
2x + y + 4z = 0

−ax + y = −a

(∗)

Determine el conjunto

S = {a ∈ R | (∗) tiene solución única}

Para solucionar este problema aplicaremos el teorema del rango. Aśı que

En primer lugar, determinamos la matriz ampliada asociada al sistema (∗), e.e

x + y + z = 1
x + 3z = a+ 1
2x + y + 4z = 0

−ax + y = −a

≈ (A|B) =









1 1 1 | 1
1 0 3 | a+ 1
2 1 4 | 0

−a 1 0 | −a









En segundo lugar, procedemos a escalonar la matriz (A|B), usando operaciones elementales:

(A|B) =









1 1 1 | 1
1 0 3 | a+ 1
2 1 4 | 0

−a 1 0 | −a









(l2 → l2 − l1)
(l3 → l3 − 2l1)
(l4 → l4 + al1)









1 1 1 | 1
0 −1 2 | a

0 −1 2 | −2
0 1 + a a | 0









(l2 ↔ −l2)









1 1 1 | 1
0 1 −2 | −a

0 −1 2 | −2
0 1 + a a | 0









(l1 → l1 − l2)
(l3 → l3 + l2)

(l4 → l4 − (1 + a)l2)









1 0 3 | 1 + a

0 1 −2 | −a

0 0 0 | −a− 2
0 0 3a+ 2 | a2 + a









(l3 ↔ l4)









1 0 3 | 1 + a

0 1 −2 | −a

0 0 3a+ 2 | a2 + a

0 0 0 | −a− 2









(∗∗)

Ahora, observamos que en (∗∗) tenemos que analizar la forma de continuar con la solución del problema, pues tenemos dos
casos claramente marcados:

Caso 1: Si a 6= −2 entonces ρ(A) 6= ρ(A|B) y el sistema no tiene solución.

Caso 2: Si a = −2 entonces

(A|B) ≈









1 0 3 | −1
0 1 −2 | 2
0 0 −4 | 2
0 0 0 | 0









(l3 → − 1

4
l3)









1 0 3 | −1
0 1 −2 | 2
0 0 1 | − 1

2

0 0 0 | 0









(l1 → l1 − 3l3)
(l1 → l2 + 2l3)









1 0 0 | 1

2

0 1 0 | 1
0 0 1 | − 1

2

0 0 0 | 0









Luego S = {−2}

[2] Si W = {p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] | a0 + a1 − 2a2 + a3 = 0 ∧ a0 − a1 + a2 − a3 = 0} entonces
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[a] Demuestre que W ≤ R3[x], e.e. W es un subespacio de R3[x]

En efecto

p(x) ∈ W ⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] ∧ a0 + a1 − 2a2 + a3 = 0 ∧ a0 − a1 + a2 − a3 = 0

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] ∧
a0 + a1 − 2a2 + a3 = 0
a0 − a1 + a2 − a3 = 0

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] ∧
a0 + a1 − 2a2 + a3 = 0
2a0 + 0a1 − a2 + 0a3 = 0

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] ∧
a0 + a1 − 2a2 + a3 = 0
2a0 = a2

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] ∧
a0 + a1 − 4a0 + a3 = 0
2a0 = a2

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] ∧
a1 − 3a0 + a3 = 0
2a0 = a2

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] ∧
a0 = a1+a3

3

2a0 = a2

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 ∈ R3[x] ∧ a0 =
a1 + a3

3
∧ a2 =

2a1 + 2a3
3

⇐⇒ p(x) =
a1 + a3

3
+ a1x+

2a1 + 2a3
3

x2 + a3x
3; a∈R ∧ a3 ∈ R

⇐⇒ p(x) =
a1

3
+

a3

3
+ a1x+

2a1
3

x2 +
2a3
3

x2 + a3x
3; a1 ∈ R ∧ a3 ∈ R

⇐⇒ p(x) = a1

(

1

3
+ x+

2

3
x2

)

+ a3

(

1

3
+

2

3
x2 + x3

)

; a1 ∈ R ∧ a3 ∈ R

Aśı que,

W =

〈{

1

3
+ x+

2

3
x2,

1

3
+

2

3
x2 + x3

}〉

≤ R3[x]

[b] Determine dimR(W)

Del punto anterior, sabemos que α =
{

1

3
+ x+ 2

3
x2, 1

3
+ 2

3
x2 + x3

}

es un sistema de generadores, para W además es un
conjunto linealmente independiente, pues

a

(

1

3
+ x+

2

3
x2

)

+ b

(

1

3
+

2

3
x2 + x3

)

= 0 + 0x+ 0x2 + 0x3 =⇒

a+ b

3
+ ax+

2a+ 2b

3
x2 + bx3 = 0 + 0x+ 0x2 + 0x3 =⇒

a+b

3
= 0

a = 0
2a+2b

3
= 0

b = 0

⇒ a = b = 0

Aśı que α es una base de W y por tanto dimR(W) = 2

[3] Sea V un R espacio vectorial tal que dimR(V) = 3 y α = {v1, v2, v3} una base de V. Si para λ ∈ R definimos el conjunto
β = {v1, v1 + 2v2, v1 + v2 − λv3} entonces determine el conjunto

S = {λ ∈ R | β es una base de V}

Solución

Para determina el conjunto S debemos conocer sus elementos o al menos la forma de estos, en consecuencia

λ ∈ S ⇐⇒ λ ∈ R ∧ β es una base de V

Queda claro entonces que la pertenencia de λ al conjunto S, depende de que β sea una base y como dimR(V) = 3 entonces
para que β sea una base, basta que sea un sistema de generadores o un conjunto linealmente independiente. Testearemos
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esta última condición y en consecuencia

av1 + b(v1 + 2v2) + c(v1 + v2 − λv3) = 0V =⇒ (a+ b+ c)v1 + (2b+ c)v2 − λcv3 = 0V
α es Li
=⇒

(1)
(2)
(3)

a+ b+ c = 0
2b+ c = 0
−λc = 0

De la ecuación (3) sigue que λ 6= 0 =⇒ c = 0 y de (2) sigue que b = 0 y de (1) sigue que a = 0, y entonces β es linealmente
independiente y conforme a lo dicho es una base por tanto

S = R− {0}

[4] Respecto del producto interno usual de R4. Determine una base ortogonal para el subespacio U = {(x1, x2, x3, x4) ∈
R

4 | x1 + 2x2 − x3 = 0}.

Solución: Iniciamos el proceso determinando una base para el subespacio U.

u ∈ U ⇐⇒ u = (x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 ∧ x1 + 2x2 − x3 = 0

⇐⇒ u = (x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 ∧ x3 = x1 + 2x2

⇐⇒ u = (x1, x2, x1 + 2x2, x4);x1 ∈ R;x1 ∈ R;x2 ∈ R;x4 ∈ R

⇐⇒ u = (x1, 0, x1, 0) + (0, x2, 2x2, 0) + (0, 0, 0, x4);x1 ∈ R;x1 ∈ R;x2 ∈ R;x4 ∈ R

⇐⇒ u = x1(1, 0, 1, 0) + x2(0, 1, 2, 0) + x4(0, 0, 0, 1);x1 ∈ R;x2 ∈ R;x4 ∈ R

⇐⇒ u ∈ {x1(1, 0, 1, 0) + x2(0, 1, 2, 0) + x4(0, 0, 0, 1) | x1 ∈ R;x2 ∈ R;x4 ∈ R}

Luego,

U = {x1(1, 0, 1, 0) + x2(0, 1, 2, 0) + x4(0, 0, 0, 1) | x1 ∈ R;x2 ∈ R;x4 ∈ R}

= 〈{(1, 0, 1, 0), (0, 1, 2, 0), (0, 0, 0, 1)}〉

Además, α = {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 2, 0), (0, 0, 0, 1)} es linealmente independiente pues

a(1, 0, 1, 0) + b(0, 1, 2, 0) + c(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0) ⇒ (a, b, a+ 2b, c) = (0, 0, 0, 0) ⇒ a = b = c = 0

Ahora procedemos a ortogonalizar usando Gram - Schmidt

Si v′1 = (1, 0, 1, 0) entonces

v′2 = (0, 1, 2, 0)−
〈(0, 1, 2, 0), (1, 0, 1, 0)〉

〈(1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0)〉
(1, 0, 1, 0)

= (0, 1, 2, 0)−
2

2
(1, 0, 1, 0)

= (0, 1, 2, 0)− (1, 0, 1, 0)

= (−1, 1, 1, 0)

v′3 = (0, 0, 0, 1) Ya es ortogonal a ambos vectores

Aśı que tenemos la base ortogonal,

α′ = {(1, 0, 1, 0), (−1, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}


