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[1] Dado el sistema lineal

−2x1 + x2 + x3 = a

x1 − 2x2 + x3 = b

x1 + x2 − 2x3 = c

(∗)

Demuestre que W = {(a, b, c) ∈ R
3 | (∗) Tiene solución } ⊂ R

3 es un subespacio de R
3.

Solución
Para mostrar que W es un subespacio partimos con lo siguiente:

(0, 0, 0) ∈ R
3 ∧

−2 · 0 + 0 + 0 = 0
0 − 2 · 0 + 0 = 0
0 + 0 − 2 · 0 = 0

=⇒ (0, 0, 0) ∈ W =⇒ W 6= ∅

Ahora, observen lo siguiente, para (a, b, c) ∈ W tenemos su matriz ampliada (A|B) asociada, e.e.

(A|B) =





−2 1 1 | a

1 −2 1 | b

1 1 −2 | c



 ≈





0 3 −3 | a+ 2c
0 −3 3 | b− c

1 1 −2 | c



 ≈





0 0 0 | a+ b+ c

0 −3 3 | b− c

1 1 −2 | c









1 1 −2 | c

0 −3 3 | b− c

0 0 0 | a+ b+ c



 ≈





1 1 −2 | c

0 1 −1 | c−b
3

0 0 0 | a+ b + c



 ≈





1 0 −1 | 2c+b
3

0 1 −1 | c−b
3

0 0 0 | a+ b+ c





Luego,

(a, b, c) ∈ W ⇐⇒ (a, b, c) ∈ R
3 ∧ a+ b+ c = 0

Aśı que para u ∈ W y v ∈ W tenemos que

u ∈ W ⇐⇒ u = (a1, b1, c1) ∈ R
3 ∧ a1 + b1 + c1 = 0

v ∈ W ⇐⇒ v = (a2, b2, c2) ∈ R
3 ∧ a2 + b2 + c2 = 0

Luego,

u+ v = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2) ∈ R
3 ∧ a1 + a2 + b1 + b2 + c1 + c2 = a1 + b1 + c1 + a2 ++b2 + c2 = 0

Aśı que (u+ v) ∈ W.
Además, para λ ∈ R

λu = (λa1, λb1, λc1) ∈ R
3 ∧ λa1 + λb1 + λc1 = λ(a1 + b1 + c1) = λ0 = 0

Luego λu ∈ W y W es un subespacio
[2] Si A = (aij) ∈ MR(3) entonces demuestre que

A ∈ U(MR(3)) =⇒ c =











a11
a21
a31



 ,





a12
a22
a32



 ,





a13
a23
a33










es una base de MR(3× 1)

En efecto
Como dimR(MR(3× 1)) = 3 y la cardinalidad de c también es 3 entonces aplicando una de nuestras propiedades concluimos
que, para que c sea una base de MR(3×1) basta que sea un conjunto linealmente independiente ó un sistema de generadores,
con esto en mente estudiemos que condiciones para que c sea una base.

Si suponemos que c1





a11
a21
a31



+ c2





a12
a22
a32



+ c3





a13
a23
a33



 =





0
0
0



 entonces
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1



2

c1





a11
a21
a31



+ c2





a12
a22
a32



+ c3





a13
a23
a33



 =





0
0
0



 ⇐⇒
c1a11 + c2a12 + c3a13 = 0
c1a21 + c2a22 + c3a23 = 0
c1a31 + c2a32 + c3a33 = 0





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33









c1
c2
c3



 =





0
0
0




A∈U(MR(3))

=⇒





c1
c2
c3



 =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





−1 



0
0
0



 =





0
0
0





Aśı que c es una base siempre que A ∈ U(MR(3)).

[3] Si α =

{(
3 2
2 1

)

,

(
2 1
1 0

)

,

(
6 5
4 2

)

,

(
5 4
4 a

)}

⊂ MR(2) entonces determine el conjunto

β = {a ∈ R | α No es una base de MR(2)}

Solución, consideremos para partir a ∈ β entonces estudiemos las condiciones para que β no sea un conjunto linealmente
independiente.

Si c1

(
3 2
2 1

)

+ c2

(
2 1
1 0

)

+ c3

(
6 5
4 2

)

+ c4

(
5 4
4 a

)

=

(
0 0
0 0

)

entonces debe suceder lo siguiente

(
3c1 + 2c2 + 6c3 + 5c4 2c1 + c2 + 5c3 + 4c4
2c1 + c2 + 4c3 + 4c4 c1 + 2c3 + ac4

)

=

(
0 0
0 0

)

⇐⇒

3c1 + 2c2 + 6c3 + 5c4 = 0
2c1 + c2 + 5c3 + 4c4 = 0
2c1 + c2 + 4c3 + 4c4 = 0
c1 + 2c3 + ac4 = 0

(∗)

Ahora estudiamos el sistema (∗) por ejemplo usando el teorema del rango, e.e. escalonamos la matriz de coeficientes del
sistema (∗).







3 2 6 5
2 1 5 4
2 1 4 4
1 0 2 a







≈







0 2 0 5− 3a
0 1 1 4− 2a
0 1 0 4− 2a
1 0 2 a







≈







1 0 2 a

0 1 1 4− 2a
0 1 0 4− 2a
0 2 0 5− 3a







≈







1 0 2 a

0 1 1 4− 2a
0 0 −1 0
0 0 −2 −3 + a













1 0 2 a

0 1 1 4− 2a
0 0 1 0
0 0 −2 −3 + a







≈







1 0 0 a

0 1 0 4− 2a
0 0 1 0
0 0 0 −3 + a







(∗∗)

Si en (∗∗) hacemos a = 3 entonces ρ(A) = 3 < 4 aśı que el sistema tiene infinitas soluciones de la forma

c1 = −3c4 ∧ c2 = 2c4 ∧ c3 = 0, (c4 ∈ R)

e.e.

−3c4

(
3 2
2 1

)

+ 2c4

(
2 1
1 0

)

+ 0

(
6 5
4 2

)

+ c4

(
5 4
4 a

)

=

(
0 0
0 0

)

Luego β = {3}

[4] Si en el espacio vectorial R2[x] definimos para cada p(x) ∈ R2[x] y q(x) ∈ R2[x] el producto interno

〈p(x), q(x)〉 = p(−1) · q(−1) + p(0) · q(0) + p(1) · q(1) (1)

Si además consideramos el subespacio W = {p(x) = a0 + a1x + a2x
2 ∈ R

2[x] | a0 − a1 + a2 = 0} entonces respecto del
producto interno definido en (1)

• Determine PW : R2[x] 7−→ W la proyección ortogonal

Solución, iniciamos buscando una base ortogonal para W, respecto del producto interno definido en (1)



3

p(x) ∈ W ⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 ∈ R

2[x] ∧ a0 − a1 + a2 = 0

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 ∈ R

2[x] ∧ a0 = a1 − a2

⇐⇒ p(x) = a1 − a2 + a1x+ a2x
2; a1 ∈ R; a2 ∈ R

⇐⇒ p(x) = (a1 + a1x) + (−a2 + a2x
2); a1 ∈ R; a2 ∈ R

⇐⇒ p(x) = a1(1 + x) + a2(−1 + x2); a1 ∈ R; a2 ∈ R

⇐⇒ p(x) ∈ {a1(1 + x) + a2(−1 + x2) | a1 ∈ R; a2 ∈ R}

⇐⇒ p(x) ∈ 〈{1 + x,−1 + x2}〉

Luego,

W = 〈{1 + x
︸ ︷︷ ︸

∈W

,−1 + x2

︸ ︷︷ ︸

∈W

}〉

Además de que α = {1 + x,−1 + x2}, genera a W es tambi’en linealmente independiente, pues

a(1 + x) + b(−1 + x2) = 0 + 0x+ 0x2 ⇒ a− b+ ax+ bx2 = 0 + 0x+ 0x2 ⇒ a = b = 0

Ahora, examinemos la ortogonalidad de α

〈1 + x,−1 + x2〉 = (1 + (−1)) · (−1 + (−1)2) + (1 + 0) · (−1 + 02) + (1 + 1) · (−1 + 12) = −1

Luego, ortogonalizamos usando el proceso de Gram Schmidt.

v′1 = 1 + x

v′2 = −1 + x2 −
〈−1 + x2, 1 + x〉

〈1 + x, 1 + x〉
(1 + x)

= −1 + x2 −
(−1

5
(1 + x)

= −1 + x2 +
1

5
(1 + x)

= −1 +
1

5
+

1

5
x+ x2

= −
4

5
+

1

5
x+ x2

Ahora, comprobamos
〈

1 + x,−
4

5
+

1

5
x+ x2

〉

= 0 +−
4

5
+ 2 · (−

4

5
+

1

5
+ 1) = −

4

5
+

4

5
= 0

Aśı α′ =
{
1 + x,− 4

5 + 1
5x+ x2

}
es una base ortogonal de W y podemos definir la proyección ortogonal PW

PW(a0 + a1x+ a2x
2) =

〈a0 + a1x+ a2x
2, 1 + x〉

〈1 + x, 1 + x〉
(1 + x) +

〈a0 + a1x+ a2x
2,− 4

5 + 1
5x+ x2〉

〈− 4
5 + 1

5x+ x2,− 4
5 + 1

5x+ x2〉
(−

4

5
+

1

5
x+ x2)...

La parte (b) ha sido eliminada.


