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[1] Si α = {v1, v2, v3, v4} ⊂ R
4 tal que vi = (xi, yi, zi, ti), para i = 1, 2, 3, 4 y definimos

β = {w1, w2, w3, w4} ⊂ R
4 tal que ws =

s
∑

i=1

ivi, para s = 1, 2, 3, 4 entonces demuestre que

α base de R
4 =⇒ β base de R

4

Solución. Observemos que

w1 = v1 ⇐⇒ v1 = w1

w2 = v1 + 2v2 ⇐⇒ v2 =
w2 − w1

2

w3 = v1 + 2v2 + 3v3 ⇐⇒ v3 =
w3 − w2

3

w4 = v1 + 2v2 + 3v3 + 4v4 ⇐⇒ v4 =
w4 − w3

4

(1)

Ahora, mostremos que β es un conjunto linealmente independiente, usando las técnicas habituales, e.e.

a1w1 + a2w2 + a3w3 + a4w4 = (0, 0, 0, 0) =⇒ a1v1 + a2(v1 + 2v2) + a3(v1 + 2v2 + 3v3) +

a4(v1 + 2v2 + 3v3 + 4v4) = (0, 0, 0, 0)

=⇒ (a1 + a2 + a3 + a4)v1 + 2(a2 + a3 + a4)v2 + 3(a3 + a4)v3 +

4a4v4) = (0, 0, 0, 0)

α Li
=⇒

a1 + a2 + a3 + a4 = 0
2(a2 + a3 + a4) = 0
3(a3 + a4) = 0
4a4 = 0

⇒

a1 + a2 + a3 + a4 = 0
a2 + a3 + a4 = 0
a3 + a4 = 0
a4 = 0

=⇒ a4 = a3 = a2 = a1 = 0

Luego β es un conjunto linealmente independiente en R
4

Finalmente, como α es una base entonces en particular es un sistema de generadores y por tanto, para cada
u ∈ R

4 existen escalares adecuados tales que u se escribe como combinación lineal de vi para i = 1, 2, 3, 4.
e.e.

u = a1v1 + a2v2 + a3v3 + a4v4 =⇒ u = a1v1 + a2v2 + a3v3 + a4v4 (2)

Aśı que aplicando la equivalencia (1) en la representación (2) tenemos que

u = a1v1 + a2v2 + a3v3 + a4v4 ⇐⇒ u = a1w1 + a2
w2 − w1

2
+ a3

w3 − w2

3
+ a4

w4 − w3

4

⇐⇒ u =
12a1w1 + 6a2w2 − 6a2w1 + 4a3w3 − 4a3w2 + 3a4w4 − 3a4w3

12

⇐⇒ u =
(12a1 − 6a2)w1 + (6a2 − 4a3)w2 + (4a3 − 3a4)w3 + 3a4w4

12

⇐⇒ u =

(

12a1 − 6a2
12

)

w1 +

(

6a2 − 4a3
12

)

w2 +

(

4a3 − 3a4)

12

)

w3 +
3a4
12

w4

⇐⇒ u =

(

2a1 − a2

2

)

w1 +

(

3a2 − 2a3
6

)

w2 +

(

4a3 − 3a4)

12

)

w3 +
a4

4
w4

Luego, β es un sistema de generadores y entonces una base de R
4
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[2] Si α =

{(

x1

y1

)

,

(

x2

y2

)}

⊂ MR(2 × 1)entonces demuestre que

det

(

x1 x2

y1 y2

)

6= 0 =⇒ α es una base de MR(2× 1)

Solución

Como dimR MR(2 × 1) = 2 entonces para mostrar que α es base basta mostrar que α es linealmente inde-
pendiente, o un sistema de generadores, en este caso mostraremos que α es linealmente independiente, en
consecuencia

a1

(

x1

y1

)

+ a2

(

x2

y2

)

=

(

0
0

)

=⇒

(

a1x1 + a2x2

a1y1 + a2y2

)

=

(

0
0

)

=⇒

(

x1 x2

y1 y2

)(

a1
a2

)

=

(

0
0

)

det

(

x1 x2

y1 y2

)

6=0

=⇒

(

a1
a2

)

=

(

x1 x2

y1 y2

)−1 (

0
0

)

=⇒

(

a1
a2

)

=

(

0
0

)

=⇒ a1 = a2 = 0

Luego, α es linealmente independiente y por tanto una base.


