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[1] Sea T : (R2,+) 7−→ (R2[x],+) tal que T (a, b) = (a− b) + ax+ (a+ b)x2.

[a] Muestre que T es un homomorfismo de grupos

Solución

Sea u1 = (a1, b1) ∈ R
2 y u2 = (a2, b2) ∈ R

2 entonces

T (u1 + u2) = T (a1 + a2, b1 + b2)

= ((a1 + a2)− (b1 + b2) + (a1 + a2)x+ ((a1 + a2) + (b1 + b2))x
2

= (a1 − b1) + (a2 − b2) + a1x+ a2x+ (a1 + b1)x
2 + (a2 + b2)x

2

= (a1 − b1) + a1x+ (a1 + b1)x
2 + (a2 − b2) + a2x+ (a2 + b2)x

2

= T (a1, b1) + T (a2, b2)

= T (u1) + T (u2)

Aśı T es un homomorfismo de grupos

[b] Demuestre que T es inyectivo

Solución: Estudiemos el ker(T )

u ∈ ker(T ) ⇐⇒ u ∈ R
2 ∧ T (u) = 0R2[x]

⇐⇒ u = (a.b) ∈ R
2 ∧ T (a, b) = 0 + 0x+ 0x2

⇐⇒ u = (a.b) ∈ R
2 ∧ (a− b) + ax+ (a+ b)x2 = 0 + 0x+ 0x2

⇐⇒ u = (a.b) ∈ R
2 ∧ (a− b) = 0 ∧ a = 0 ∧ (a+ b) = 0

⇐⇒ u = (a.b) ∈ R
2 ∧ a = b = 0

⇐⇒ u = (0, 0)

Aśı que ker(T ) = {(0, 0)} y T es inyectiva.

[c] ¿ T es un homomorfismo sobreyectivo?

Solución

Como T es función entonces Im (T ) ⊂ R2[x], y entonces T será sobreyectiva si R2[x] ⊂ Im (T ). Resolvamos
entonces la ecuación T (a, b) = a0 + a1x+ a2x

2, para p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 dado.

T (a, b) = a0 + a1x+ a2x
2 ⇐⇒ (a− b) + ax+ (a+ b)x2 = a0 + a1x+ a2x

2

⇐⇒
a− b = a0

a = a1
a+ b = a2

=⇒ a = a1 ∧ 2a = a0 + a2

=⇒ a = a1 ∧ a =
a0 + a2

2

Aśı que, para p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 dado existirá (a, b) ∈ R

2 tal que T (a, b) = p(x) si

a1 =
a0 + a2

2
⇐⇒ 2a1 − a0 − a2 = 0
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aśı por ejemplo, p(x) = x 6∈ Im (T ). Por tanto T no es sobreyectiva.

[2] Si λ ∈ R y T : (MR(2),+) 7−→ (R4,+) es una función definida por: T

(

a b

c d

)

= (a, λb + c, d,−c) entonces

[a] Muestre que T es un homomorfismo, (∀λ;λ ∈ R)

Solución

Sea λ ∈ R p.d.q. T es un homomorfismo

En efecto

Sea A =

(

a11 a12
a21 a22

)

∈ MR(2) y B =

(

b11 b12
b21 b22

)

∈ MR(2) entonces

T (A+B) = T

(

a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

)

= (a11 + b11, λ(a12 + b12) + a21 + b21, a22 + b22,−(a21 + b21))

= (a11 + b11, λa12 + a21 + λb12 + b21, a22 + b22,−a21 − b21)

= (a11, λa12 + a21, a22,−a21) + (b11, λb12 + b21, b22,−b21)

= T

(

a11 a12
a21 a22

)

+ T

(

b11 b12
b21 b22

)

= T (A) + T (B)

Luego, T es un homomorfismo de grupo (∀λ;λ ∈ R)

[b] Determine el conjunto

S = {λ ∈ R | T es un homomorfismo sobreyectivo }

Solución

λ ∈ S ⇐⇒ λ ∈ R ∧ T es un homomorfismo sobreyectivo

Entonces para λ ∈ S tenemos que T sobreyectivo e.e. Img(T ) = R
4, y como sabemos que Img(T ) ⊂ R

4, sólo
nos queda mostrar que tiene solución la ecuación. T (A) = (x, y, z, t), para u = (x, y, z, t) ∈ R

4 dado. Aśı que

T (A) = (x, y, z, t) ⇐⇒ T

(

a11 a12
a21 a22

)

= (x, y, z, t)

⇐⇒ (a11, λa12 + a21, a22,−a21) = (x, y, z, t)

⇐⇒ a11 = x ∧ λa12 + a21 = y ∧ a22 = z ∧ −a21 = t

⇐⇒ a11 = x ∧ λa12 − t = y ∧ a22 = z ∧ a21 = −t

⇐⇒ a11 = x ∧ a12 =
y + t

λ
∧ a22 = z ∧ a21 = −t

Luego, T (A) = (x, y, z, t) ⇐⇒ A =

(

x
y + t

λ
−t z

)

∈ MR(2) ⇐⇒ λ 6= 0

Finalmente S = R− {0}


