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CAPITULO 6

Preliminares sobre Formas

El trabajo solidario es lo tinico que hace
humano al ser humano

El objetivo central de este capitulo es caracterizar conicas y cuddricas, usando esencialmente técnicas de
Algebra Lineal.

1. Formas Lineales

Motivacién 1.1. Consideremos una vez mds la situacion central del Algebra Lineal, es decir. Dado un K
espacio vectorial V' y una base o = {v1,va,...,v,} de V' entonces todo vector v € V' puede ser reescrito de
forma dnica com combinacion lineal de los elementos de la base a, en simbolos

ai

n as
v:Zaivi a, e K=, =| . (1)

i=1 :

an

Asi que el problema vuelve a ser como determinamos las coordenadas del vector v que nos interesa ubicar,
la técnica que introduce un producto interno en V', ya nos dio una respuesta, pero queremos aqui desarrollar
una técnica alternativa e independiente de la del producto interno.

Partamos examinando lo bdsico, siempre da resultado,

1 0 0
0 1 0

[Ul]a = [U2]a = e [Un]a = (2)
0 0 1

entonces el lector de coordenadas de los v;, lee un 1 en la posiciéon i y 0 en las otras posiciones.

En el caso general,

1 0 0
0 1 0

Wp=a|.|+taz|. .|+ +an]|. (3)
0 0 1

De (3) vemos que cada v € V necesita n lectores, pues dicho lector cuando menos debe ser lineal y entregar
como valor un escalar, asi que la idea ya estd.
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Definicién 1.2. Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,v2,...,v,} una base de V' entonces llamaremos

a-lector al conjunto o* = {v},v5,...,v}}, donde para cada i =1,2...,n
ai
vy Vi— K | a2
v IH ai <:> [U]a - (4)
an

En particular vale siguiente propiedad para los o — lectores

1 sii=j
U?(UJ)Z{

0 sii#j
Lema 1.2.1. Para cada i = 1,2,...,n, vy es una transformacion lineal del espacio vectorial V' en su cuerpo
de escalares K. En simbolos, para cada i = 1,2,...,n, v € Lg(V), equivalentemente o C Lg(V,K)
En efecto

n n
Siv= Z bvi y u= Z b;v; entonces

i=1 i=1

vilv+u) = vk

Anélogamente, si A € K entonces

n

vi(Av) = vk [Z()\ ai)vi] =Xas = A vi(v)

i=1
Teorema 1.3. a* es una base del espacio vectorial, Lg(V,K)

En efecto

e o* es un conjunto de generadores de Lk (V,K)
Sea T' € Lg(V,K) entonces

n n
v= Z av; = T(v) = Z a;T(v;) T es lineal
i=1 i=1

a; =vf(v) = T(v)= Zvi*(v)T(v,-) ver (1.2)
i=1
Asi que;

T(v) =) T(v;)v}(v) =

i=1

ZT@M] (v)
i=1

Aplicando la definicién de igualdad de funciones tenemos que;

n
T = ZT(UZ') vy
=l ek

o equivalentemente,

T e ({1, v3,-.-,v3})
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e a* es un conjunto linealmente independiente en Lk (V, K)

En efecto

n
Si suponemos que E r;vy = 0 entonces lo que dices es que, para cada v € V esa funcién en v es nula
i=1

n
6 ker <Z rwf) =V.

i=1
El punto, es como usamos esa informacién para concluir que los r; son todos nulos, porque eso es lo que
hay que mostrar. Para ello observamos lo siguiente, si esa funcién anula todo el espacio, en particular

anula a los bésicos v;.
Asi que vale para cada j =1,2,...,n,

0 = vai*(vj) =7, ver (1.2)
i=1

Conclusién, a* es una base del espacio vectorial Lk (V,K) y procederemos a darle los nombres que usual-
mente se usan para estos conceptos.

Definicién 1.4. V* = Lg(V,K), se llama “Espacio Dual del espacio vectorial V7. Si o = {v1,v2,v3,...,0,}

es una base de vectores de V' entonces o = {vy,v5, ..., v5} se llama ” Base Dual ” de la base «.
Conclusion 1.4.1. SiV es un K espacio vectorial y a« = {v1,va,...,0,} una base de V entonces
v (v)
n *
v3(v)
v = Zvi (V)v; <= [v]q = : (5)
=1 :
vy (v)

2. Ejercicios Resueltos de espacio dual

(1) Sea V un K espacio vectorial y o« = {v1,v9,...,v,} una base de V. Determinemos su base dual o*.

Etapa 1. Determinamos [v],, para un v € V| genérico, digamos,

ai
as
[U]a = .
Gn
Etapa 2. Si Definimos v} (v) = a; para i = 1,2,...,n entonces o* = {v},v3,...,v5} es la base dual

pedida.

(2) Sea a = {(1,2),(2,—1)} una base de R? entonces usando por ejemplo el producto interno usual de R?
para encontrar las coordenadas tenemos que;

2 2 —
T+ y(1’2)+ x —Y

(2’ _1)

(l‘,y) =
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Luego, la base dual o* = {(1,2)*, (2, —1)*}, se define como en (1), es decir.

. T+ 2 . 2z —
L@y =57 @D ey ==
Observen que, en particular
(1,2)*(1,2) =1 (1,2)*(2,-1) =0
(2,-1)*(1,2) =0 (2,-1)*(2,-1) =1

Si V un K- espacio vectorial no nulo, y ¢ € V* entonces ¢ = 0 o ¢ es sobreyectiva.

En efecto
(dimg(K) =1 = dimg(Img(¢)) < 1) = dimg(Img(¢) =0 V dimg(Img(s)) =1

Luego tenemos dos casos:

dimg (Img(¢) = 1 = dimg(Img(¢) = dimk(K) = ¢ sobreyectiva
O bien,

dimg (Img(¢)) = 0 = dimg (ker(¢)) = dimg(V) = ¢(v) =0 (Mo;veV)= ¢ =0

Dados tres nimeros reales distintos, 1,72 y r3, podemos definir tres funciones como sigue:

T, : Rolz] — R (i=1,2,3)
p(z) > p(r)

entonces

T; € Lr(Ra[z],R) para (i = 1,2,3)

En efecto

Sea p(x) € Ro[z], q(z) € Rajz] y A € R entonces

En primer lugar, Ti(p(z) + q(x)) = p(ri) + q(ri) = Ti(p(x)) + Ti(q(x)), y
En segundo lugar, T;(Ap(z)) = Ap(r;) = ATi(p(z))

Luego, T; € Lr(Ry[z], R) = (Ra[z])*

o* ={T1,T5,T3} es un conjunto linealmente independiente en (Ro[z])*

En efecto

a1Th + axTo + a3 = 0 = (a1 11 + aTs + a3Ts)(p(x)) =0 (Vp(x);p(z) € Ra[z])
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En particular

(aTh + a2l + a3T3)(1) = 0 a  + a2 + a3 = 0
(a1T1 + asTy + ang)(:E) = 0|= a1m1 + ag9ro + azrs = 0
(a1T1 + a2T2 + ang)(:E2) = 0 aﬂ‘% + CZQ'I"% + (137’% =0

Pero, como

al + a2 + as = 0 1 1 1 ay 0

a1’y + agrg + asr3 = 0 <~ TN To T3 as = 0

arr? + agrs + a3r§ = 0 r? 13 r§ as 0
A

Y el determinante de la matriz A es un determinante de Vandermonde entonces

det(A) = (ry —ro)(re —r3)(rs — 1)

Y como por hipédtesis los nimeros son distintos entonces det(A) # 0 y la solucién del sistema es trivial,
es decir a1 = a2 = a3 =0

o o = {T1,T5,T5} es una base de (Ry[x])*

En efecto

dimg (Ra[z])* = dimgr(Re[z]) = 3, asi que a* es una base de (Rg[z])*
e Determinemos la correspondiente base o de Ry|x]

Supongamos que a = {p1(x),p2(z),p3(x)} es la base buscada, donde:
2 .
pi(z) = Z ciix’ (7)
=0
2 .
pa(z) = Z cio! (8)
=0

2
p3(z) = Zci?;xi 9)
i=0

entonces por la propia definicién de base dual, debemos tener:

Para T}
Ti(pi(z)) = 1 cor + enri 4+ eari = 1
Ti(pa(z)) = 0 yluego coa + ciar1 + coori = 0
Ti(ps(z)) = 0 co3 + cizr1 4+ c3r = 0

Para Ty
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Tr(pi(x)) = 0 co1 + cuure + 6217”5 =

Tr(p2(z)) = 1 yluego cop + ciara + cpor3 =

Ta(ps(z)) = 0 co3 + cisra 4+ cogrs =
Para T3

T3(p1 (:L')) = 0 co1 + c11r3 + 6217’32’ =

T3(pa(z)) = 0 yluego coa + ciars + coori =

Ts(ps(x)) = 1 co3 + cisrs + cogr3 =

Asi que para cada polinomio tenemos:

[

o

Para (8)
co1 + cnir1 + 0217’% = 1 9
2 _ ci(ri—r2) + ea(ri —r3
co1 + cuure + c2175 2
2 cii(rg —rg) + 621(7“2—7"3
co1 + ciirg +  coir3 0
entonces
1
ci1 + ea(ri+r) =
r —Tg
ci1 + e(rea+rs) =
Luego,

1

- 7”2)(7”1 - 7“3)

021:(

Calculos analogos permiten mostrar que:

(x — o) (x —13)

@) = (r1 —r2)(r1 —r3)

(@ =r)(x—13)
Pa(r) = (rg —r1)(ra —r3)
pa(z) = (x —7r1)(x—1r2)

(rs —r1)(rs —r2)

3. Ejercicios Propuestos de Espacio Dual

(1) Demuestre que V' es isomorfo a V*

(2) Sea a = {(1,0,1),(0,1,-2),(—1,-1,0)} C R3.
——— N—— N——
V1 V2 v3

e Determine ¢ € (R?)* tal que

p(v1) =1,  ¢va)=-1  ¢(v3) =3
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e Determine ¢ € (R?)* tal que
ker(¢) = ({vi,v2}) A v3 & ker(o)

(3) Sea o = {vy,v2} una base de V'y * = {(v; + v2)*, (v1 — v2)*}.

Demuestre que
(’U1 + UQ)* # UI + 1)5

(4) Sea a = {v1,v9,v3,...,v,} una base de V'y 8 = {wy,ws, ws,.
i=1,2,....n.
(i) Determine 5*
(ii) Determine [vf]g+, para j = 1,2,...,n
*]1

(iii) Determine [w}],

(5) Sea a* = {1, d2, d3} C (Re[z])* tal que para cada elemento
p(z) = ag + a1z + azz? € Ry[x]
oi(p(x) = [y ple) de
oa(p(x) = [y ple) de
6s0(@) = [l p() da

e Demuestre que a* es una base de (Ro[z])*.

e Determine la correspondiente base o de Ra[x].

)
~wy} tal que w; = Y juj, para
j=1

4. Preliminares sobre Formas Bilineales

Motivacién 4.1. Sea V un R espacio vectorial y supongamos que V', posee un producto interno (,) entonces

observamos lo siguiente:

e Fl producto interno es una funcion tal que:

(u,v) GVXVli)<u,U> eR

e Para cada v € V la funcion (,v) € V*, si definimos:

uGVlﬂ(u,U}GR

e Para cada uw € V la funcion (u,) € V*, si definimos:

vGVﬂ(u,v)GR
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e Supongamos que o« = {v1,va,...,v,}, €s una base de V' entonces la linealidad de ambas coordenadas se

n n
exprime (o usa) de la siguiente forma para; u = E a;v; Y v = E biv;:
i=1 i=1

(u,v) = <Z a;v;, Z ijj>
i=1 j=1
= ZZaib]—<vi,v]—>

j=1i=1

equivalentemente, si interpretamos ((vi,v;)) € Mr(n) entonces

b
ba
(w,v) = (a1 az ... an)({(v5,v;)) :
bn,
= [ula ((vi,v5)) [v]a
(N
En particular,
(1) Si « es una base ortonormal entonces
b
bo . n
(w,v) = (a1 a2 ... ap) | = ula e = Zaibi
: i=1
bn

(2) Siu=vya es una base ortonormal entonces

n
(uu) =) _af
i=1

(3) En general, si [(,)]% es diagonalizable y (B es la base ortonormal de vectores propios de (,) entonces

(u,v) = [uly (115 ((vi, v5)) 112 [v]a
N——
()15
= [, (A1 (vi,v3)) (14 [V]a
N——
()15
= [[MAa]t (i, v;)) (15 [Va
N——

()15
= [ulf ((vi,v))) [vlg

()5
= [u]tﬁ diag {\1,..., A} [v]g

(4) En particular, si B = {w1,ws,...,w,} entonces

(u,u) = Z Ai{u, wi>2
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Definicién 4.2. Sea V un K espacio vectorial y B : V. x V —— K una funcion tal que B(u,v) € K para
cada (u,v) € V- x V. Diremos que B es una forma bilineal si B es lineal en cada coordenada, esto es, para
cada v €V, B, € V*, donde By(u) = B(u,v) y para cada w € V., By, € V*, donde By(v) = B(v,u)

Observacién 4.2.1. Antes de dar ningin ejemplo, expliciternos los beneficios por ahora tedricos de la bi-
linealidad.

n n
Sia={v1,...,v,} es una base de V' entonces para u = g a;v; Yy v = g b;v;
i=1 i=1

n n
B Zaivi,ijvj
=1 j=1

n o n
= ZzaibjB(Uiij)

B(u,v)

j=1i=1
b1
by
= (a1 as ... an) B(v;, vj) :
br,
Es decir, tenemos la igualdad fundamental (teoria y prdctica)
B(u,v) = [u]g, B (vi,v) [v]a (10)
[Bla

Esta observacion, por una parte, permite hacer la siguiente identificacion.

Teorema 4.3. Si B(V) = {Formas bilineales de V' } y dim x(V) = n entonces B(V) = Mg(n) (son iso-
morfos)

En efecto

Basta definir la siguientes funciones:

B(V) V% Mg(n)
B — @HFB) (11)

donde ¢(B) = (B(v;,v;)) y a@ = {v1,...,v,} es una base de V, es decir

B(vi,v1) B(vi,ve) ... B(vi,vy)
(Blos,0;)) = B(U?Ul) B(U?W) B(vgz,vn) 12)
B(vn,v1) B(vg,v2) ... B(vn,vy)
y
M (n) £ B(V) (13)
A — o4

donde ' (A) = Ba y Ba(u,v) = [u]l, A[v]q

Ahora basta comprobar que

(i) (11) y (13) son funciones inversas
(ii) (11) es una transformacién lineal
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Por una parte,

P(p(A))

©(Ba)

BA('UZ', 'Uj)

[vils Alvila

= A maravilloso

pop H(A)

Por otra,

e top(B) = ¢ Hp(B))
¢~ (B(vi, vj))
BB(vivvj)

Pero,

BB(vi,vj)(uv’U) = [u]fxB(Ui’vj)[’U]a
= B(u,v)

Asi que ¢ es una biyeccién.

Finalmente

gD()\Bl + Bg) = [)\Bl + BQ](UZ',’U]')
)\Bl(vl, Uj) + BQ(’UZ', ’Uj)
= Ap(B1) + o(B2)

Es el fin, de la construccién de ejemplos.

Ejemplo 4.3.1. Sea A = ( 2> entonces definimos

1
3 4

B((z1,41), (z2,92)) = (21 w1) <:13 421) (f/;)

= (a;l +3y1 2z + 4y1) <§§

= w122 + 3y172 + 221Y2 + 4y192

Definicién 4.4. Si B € B(V) y a = {v1,v2,...,v,} es una base de V entonces [B|g = (B(vs,v;)), serd
llamada la matriz de la forma bilineal Tespecto de la base .

Si para alguna base o, B(v;,vj) = B(vj,v;) para (i =1,...,n) (j =1,...,n) entonces [B]3 es una matriz
simétrica y reciprocamente si [B|S es simétrica para alguna base a entonces B(u,v) = B(v,u) para u € V
y para v € V. En tal caso diremos que B es una forma bilineal simétrica.

Ejemplo 4.4.1. Sea A = <1

9 5> entonces en la base candnica tenemos

Ba((z1,91), (w2,52)) = (z1 w1) <; §> (;i)

= [w1,90)) 0 [A155) [(@2,92))eqe)
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En particular,

Ba((z,y),(z,y)) = (= y) @ g) (;)

= [(m,y)]i(z) [A]Z(g) [(2, 9)]e(2)

= 2% + 4oy + 592
Si q(x,y) = Ba((z,y), (x,y)) entonces q(x,y) = 2% + 4xy + 5>
Definicién 4.5. Sea B € B(V) tal que B es simétrica entonces la funcion
v +4% K
u — q(u)

tal que q(u) = B(u,u), serd llamada forma cuadrdtica de V', inducida por B.

Teorema 4.5.1. (Forma Normal)
Sea V' un R espacio vectorial con producto interno (,) y q una forma cuadrdtica sobre V entonces existe
una base o ortonormal de V' tal que

n

q(u) = Z/\iu?, donde [u), = (u1 Uy ... un)t (14)
i=1

En efecto

Consideraremos las siguientes etapas:

(1) Sea a = {v1,va,...,v,} una base ortonormal de V' entonces tenemos para cada v € V, la representacién

n
v= Z a;v; (15)
i=1

(2) Como ¢ es una forma cuadrética entonces por definicién, ¢(v) = B(v,v), donde B es la forma bilineal
de la cual proviene la forma g. Asi que, usando (15) tenemos que

q(v) = [v]alalav]a (16)
o equivalentemente
BB((Ul, v%) Lvé’w) e —;mz’vn; a1
2vL,v2) B(vg, 2)2) ... 2302,%n)
qv) = (a1 ... an) 2 2 :
: : . : a,
B(vlz,vn) B(v12,vn) . B(’Un, Un)

(3) Como [q]%, es simétrica entonces es diagonalizable y entonces existe una base ortonormal de vectores

propios, digamos 8 = {w1, wa, w3, wy, ..., wy} tal que [q]g = diag {\1, A2,..., \n}. Asi que tenemos la
ecuacién fundamental

[l = (N5 [al5115 (17)



(4) Sustituyendo (17) en (16) tenemos que

g(v) = [lL T35 5 0]a (18)
(5) Ahora el punto es, como las bases son ortonormales entonces tenemos la igualdad

11§ = (2) ™ = (12)' (19)

Aplicando (19) a (18 tenemos

av) = [l(a) @5 Tal]a

= [v]4]ql5[v]s

(v, wy)
= (<U7w1>’” (v,wn>) dlag{)\lyv)‘n}

(v, wy)

= Z)\i(v,wi>2

i=1

Ejemplo 4.5.2. Si definimos la forma cuadrdtica q : R?> — R tal que q(z,y) = 2% — 2zy — y?, entonces
siguiendo los pasos de la demostracion del teorema (14)

(1) Ezpresamos q, en forma matricial:

=60 (5 ) () (20)

Observemos que, (20) se escribe en la base candnica que es ortonormal respecto del producto interno
usual, como:
c(2
a(@,y) = [(@,9)lke) i) (@1 (21)
(2) Ahora diagonalizamos (g

Partimos con el polinomio caracteristico de [q]zg;

Py(A\) = det <(>‘Il) ()\—11—1)>

= (A2-1)-1
= A?-2

Asi que los valores propios son; V.P={v/2,—/2}.
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Sequimos con los subespacios propios de [q]zgg

ve (Mgr(2x1)), <= UGMR(2X1)/\[q]Z(2)v:)\v
1 -1\ (= T
==() » () 0)-0)
x T - = Az
= v:<y> AN Zy/ ~ (%)
Caso 1. A =1+/2
De (x) sigue que: : ‘7; i \\;_;Z: . Asi que, y = (1 — v/2)x De donde,
veE(Mgr(2x1) 5 < veMgr(2x1) A v( )
(1—-+2)x
1
<— veMg(2x1) A v:n( ); reR
(1-2)

1
— (M(2X1))2:< >
e {Qlw@)}

Caso 2. A\ = —/2

De (x) sigue que:

r -y = —\/ix .
. Ast que, y = (1 + v/2)x De donde,
ey = 3y que, y = (1+?2)

ve(Mr(2x1)_53 == veEMgr(2x1) A v( )
(1+V2)z

1
<~ veMgr(2x1) A va:( ); reR
(1+V2)

1
(Ma(2 % 1)) :< >
- v {(u+¢m)}

(3) Construimos una base ortonormal de vectores propios, a partir de la base

A
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Como (3 es ortogonal entonces ortonormalizamos dividiendo por la norma de cada uno de ellos. Es decir

1 1

V4 -2v2 4+42V2

12 1+42

\/4 — 22 4+2V2

[\)

(4) Construimos [v]q

__1 1
<< 4—12\/5 V4 -2v2 < w> Tlm/i > V4 +2v2
v = +( ()

(L+v2 1+4/2

y>’ vz > 12 A+ v2

V4 —2v2 V4 —2v2 4+2v2 VAa+2v2

-1 1
( , +y<1—v§>> 1-2v2 +< , +y<1+ﬁ>> Vi 2v2

\/4—2\/5 \/4—2\/5 1-12 \/4+2\/§ \/4+2\/§ 1442
Va—2v2 Va+2v2

(5) Finalmente

9 2
i _ T +y(1—\/§)> B < z +y(1+\/§)>
q(,y) \/5<\/4—2ﬁ \/4_2\/5 v2) \/4+2\/§ \/4+2\/§

5. Clasificacion de secciones Cdnicas

Lo estudiado en la seccién anterior, y en particular la forma normal de una forma cuadratica nos permite
dar una nueva mirada a las secciones cénicas y cuadricas, en concordancia con lo dicho entonces iniciamos
aclarando que entenderemos por una seccién conica:

Llamaremos seccién cénica, al conjunto

C = {(z,y) € R? | ax® + bxy + cy? +dz + ey + f = 0} (22)

y, ecuacién general de la seccién cénica a

C: ar?+bry+cy’+do+ey+f=0; {ab,cde f} CR (23)
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(24)

entonces (30), puede ser reescrita como:
az® 4+ by + ey’ +dr +ey+f =0
~———

L(z,y)

q(zy)
donde q(z,y) = az® + bxy + cy?, es una forma cuadrética y L(z,y) = dx + ey es una forma lineal.

Pasando a su forma matrical tenemos que (30) se reescribe como:

(z y)<é %> <z>+(d e)<z>+f:0

3 C

(25)

)

Aplicamos ahora a (25), el teorema (14) y obtenemos

o (§0) () e o (b e) G +r-o

(5

Donde, A1 y Mg, son valores propios de "¢”, @ = {v1,v2} C Mg(2 x 1) una base ortonormal de vectores

: T (vi,e1) (vi,e2)\ (=
ropios de = .
prop “y <91> <<U2,€1> (v2, €2) Y
(N2
Asi que después de las transformaciones hechas en la ecuacion de la seccién conica tenemos la ecuacion central
Ma? 4+ Aoy? + Dy + Eys + f =0 (26)
donde (D FE)=(d e (i, €1) (v, €1)
0 B=@ (G o)
Caso 1: A\ Ay #0
En este caso, completamos cuadrados en (26) para obtener
D\?> D? D\?> FE2
A o) oo A Frll DR =0 27
1<x1+2>\1> oy 2<y1+2>\2> o ! @7)
2 2
Seamy=m1+m =ty F=f-%—-%&.
Luego tenemos,
M3+ Mys +F=0 (28)

Caso 1.1 \; > 0 y Ay > 0 tenemos los casos posibles

e F > 0 entonces C:

e =0 entonces C :

2 2
x

e [ < 0 entonces C: —%, + y_zE =1 es una Elipse.
TS v
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Caso 1.2 \; > 0 y Ay < 0 tenemos los casos

[ A
e F'=0 entonces C: Yo = £ —)\—1 x9 par de rectas concurrentes.
2

2 2
x
e [ = 0 entonces C: —% + —y% = 1 es una hipérbola.
RSP

Conclusién 5.1. Para el caso de valores propios no nulos con producto no nulo tenemos:

0
(1) Midg > 0= C': < Punto
FElipse

/\1'/\2750 -

par de rectas concurrentes

1) M < 0= C:
() Mz {Hipérbola

Caso 2: \{\2 =0

Caso 2.1 \{ =0 y Ay = 0 en este caso tenemos que

Dxy + Ey; + f = 0 es una recta
Caso 2.2 \{ =0y A #0

E\? E?
A — Dgy — — -0
2<y1+2A2> + Dy 4A2+f

. 2
Sly2:y1+%yF:f—4ETQentonces
/\2y§ + Dz + F = 0 parabola o sus degeneraciones

Conclusién 5.2. Para el caso de valores propios con producto nulo tenemos:

Pardbola

U t
Mg =0 — C- na recta
Par de rectas paralelas

0

Observacién 5.3. Sabemos que [Q]Zg; = [1]°@ [ [I]e2) de donde sigue que det [q]:

(
(

2
2

)
)

= det [¢]o Es decir,
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b2 — dac

Ay = — 1

Teorema 5.4. Clasificacién de cénicas via sus coeficientes Si C es una seccion cdnica entonces

b2 — dac > 0= C': Hipérbola
Par de rectas

0
b2 —dac < 0 = C : { Punto
C:ar’ +bry+cy’? +detey+f=0—= Elipse

Pardbola

Una Recta

0

Par de Rectas

b2 —dac=0= C':

6. Ejercicios Resueltos

Ejemplo 6.1. Identifiquemos y grafiquemos la seccién cénica

33 31
C: 4w2+4y2—8xy+7\/§ x—;x@ y+35=0

Equivalentemente

C: 8%+ 8y? —16zy +33vV2 2 —31vV2 y+70=0

(1) Identifiquemos la seccion conica, de acuerdo a nuestro criterio:

Pardbola
Una Recta
0

Par de Rectas paralelas

b —dac = (—16)2-4-8.8=0—=

(2) Procedamos ahora a obtener el grdfico de la seccion conica. Para ello consideraremos las etapas sigui-
entes:

e Forma matricial de la conica C
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(= y)<_88 _88><§>+(33\/§ —31\/§)<;’>+70=0

e FEl polinomio caracteristico P[q](/\) de la forma cuadrdtica q es

Pg(A) = det ( ()\__88) ()\__88) > = (A —8)% — 64

Y si hacemos Pig(A\) = 0 para determinar los valores propios entonces obtenemos

A=8)2-64=0 «— (A—8)?=64

Asi que V.P. = {16,0}
e Con esos valores determinamos los subespacios propios

Formato general:

u€ Mr(2x1))y <= ueMgr(2x1)Aglu=Au

= =() (5 3) ()0
=) S o

Caso 1. A =10. De (x), sigue que

we (Me(2x1) u=<°§> saisy = 0
=
. u:< )/\xGR
= (MR(2X1))0:<{<1>}>

Caso 2. A =16. De (x), sigue que

ue (Mr(2x1))s < u:<;>A —gilgz i ig;
- (3
N u:(_ﬁ)/\xeR
— (MR(2X1))16:< (_1>}>
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e La base ortonormal de vectores propios es

sLaviALLA L SRR

NG NG
I o
il vz
>/ \ %

At

e Ahora transformamos la conica a su forma normal. Respecto de la diagonalizacion de q tenemos que

@) = P,
Donde,
V2 V2
c(2) _ 2 2 a 00 a _
A —<§ é)’ = 16)emc@)—<
Es decir,

(= )% 75)

Se transforma en

22N (00 (2
(e v){ &2 _& <0 16) V2
2 2 2

(33v2 -31v2

oS

V2 ooy/2
2 _ 2 2
Y V2 V2

2 2

forma en:

SIS

)

o

)+( 33v2 —31\/§)<

(z +vy)
r—y)

SIS

)

Aplicando las propiedades de trasposicion de matrices y las obtenidas anteriormente la conica se trans-

e
5\&

ol

)(

ot
| R

) ) +70=0
- )
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FEquivalentemente,

efS

( Y2z +y)

@) (0 %)

2\ 2\

Multiplicando las matrices obtenemos:

2
16(?@—1})) + 2?( —|—y)—|—64g(:17—y)+70:0

Procedemos a cambiar variables locales (rotar los ejes):

St llamamos ©1 = Tz(x +y) eyr = g(x —y) entonces obtenemos la ecuacion general de la pardbola:

16y% + 221 + 64y; +70 = 0 <= 8y? 4+ 21 +32y1 + 35 = 0

Si completando cuadrados obtenemos que

Syt +32y1 + 21 +35=0

8(yi +4y1) + 21 +35=0

8(y? +4y; +22—22) + 2, +35=0
8[(yr +2)2 —4] + 21 +35=0
8(y1+2)%—32+x; +35=0

8(y1 +2)* = -z, -3

8yt +x1 +32y; +35=0

(1 + 22 = —g(o1+3)

(1~ (-2) = (01— (-3))

Prrerrree

e Fl disenio de la conica es de la forma
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x
Ejemplo 6.2. Identifiquemos y grafiguemos la seccion conica
C: 2 +aoy+y>+20+4y=0
(1) De acuerdo a nuestros criterios identificamos la seccion conica:
Elipse
b’ —4ac = 1—4(1)(1) = =3 < 0= < Punto

0

(2) Ahora obtengamos el grdfico de la seccion conica

e Forma matricial de la conica C

= o=

(D) (D)

e Determinamos Pg()) el polinomio caracteristico de la forma cuadrdtica q

N~ =

1
2
= A-1)2-1
(i) A=12?-1=0 = (A—-1)2=3
— (A—1)==44/3
= A=1=£3
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13
Asi que, los valores propios de ¢ son V.P = {5, 5}

e Determinamos los subespacios propios

Formato general:

uve (Mr(2x1)), <= uvueMpr(2x1)Aqu)=Au

= o=(5 )2 (5)=2(7)

<
Il
7 N
<
N—
>
7 N\
N|— =
— o=

1
1. A\=—-
Caso 5

De (%), sigue que

T o+ iy = Ia
ue (Mgr(2x1 = u= A 2
(M2 1)1 <y> o +y = Iy
x
— u= Ny=—zx
)
Luego,
1
o~ ({( )1
2
3
A==
Caso 2 5
De (x), sigue que
we (Mg(2x 1) < u= $>Af t gy = %‘””
g y 3 4+ Yy = %y

Luego,

(M(2 x 1>>g - <{< i >}>

e La base ortonormal de vectores propios es
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S-Sl

e Transformamos la conica a su forma normal. Respecto de la diagonalizacion de q tenemos que

c(2 c arra
qc) = [MEPlglalN5e,
Donde,
(2) 2 a_(30 o w2 2
[I]a = V2 2 ’ [q]a = < 0 3 > e [1]0(2) = V2 V2
2 2 2 2 2
E’s decir,

[l 12
N——
Il
N

|
SRR
s
N—————
N\
[eFNI
e O

)G )y

—
8
<
~—
7N

/_\
8
<
~—
N
|
S-S
S-S
N————
7N
O o=
vl O
N——
~~

Ahora, respecto del cambio de coordenadas tenemos:
(£4)0) - (£2)
7 ¢ )\ Gl +y)
() - (% 3)(42)
v =2 %)\ Fe+y)

Aplicando las propiedades de trasposicion de matrices y las obtenidas anteriormente la conica se trans-

forma en:
Z@-y) | _
>< ><§(w+y)>_0

((

FEquivalentemente,

SIS~
N———
/N
< 8
N—
_|_

[\

S
N—
7N

o
E [ )
SSEN

1
V2

< 8
N———
N———
~
VS
Owl=
nlw O

S-S~
S-Sl



- & AL AAAAL AT RssiAsf AN A AR SRR e A

/N
S
Nl
Sl
Nl
N———
N

[enX IS
e O

Multiplicando las matrices obtenemos:

2
1 (ﬂ) _2 <m> N
2\ v2 V2 \ V2
Procedemos a cambiar variables locales (rotar los ejes):

Si llamamos x1 = @(m —y) ey = 72(35 +y) entonces obtenemos la ecuacion general de la elipse:

2 3 6
C: - =zt oY+ —=y1 =0
21 \/5 1 2y1 \/iyl

(forma normal)

Si completando cuadrados obtenemos que

e Fl diseno de la conica es de la forma
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7. Ejercicios Propuestos

(1) En los siguientes ejercicios identifique la seccién cénica
(a) 22+ 9y> —9=0
(b) 22 -2y =0
(c) 25y% — 422 = 100
(d) 42?2 + 49> -9=0
(e) —25z% +9y? +225 =0
(2) Identifique la cénica, escriba esta en forma candnica y grafique:
(a) 22 +ay+1y? =6
(b) zy =1
(c) 922 + y* + by = 4
(d) 422 4 4y? — 102y = 0
(e) 922 4 6y + 4xy —5=10
(f) 922 + y% + 6zy — 10/10 2 + 10v/10 y + 90 = 0
(g) 522 +5y% — 62y —30vV2x +18V2y +82=0
(h) 522 + 122y — 2/13 = = 36
(i) 822 +8y> — 162y +33v2 2 —31V2y +70 =0

8. Clasificacién de Superficies Cuadricas

Lo estudiado en la seccién anterior, y en particular la forma normal de una forma cuadratica nos permite
dar una nueva mirada a las superficies cuadricas, en concordancia con lo dicho entonces iniciamos aclarando
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que entenderemos por una superficie cuadrica:

En primer lugar, si ¢ : R3 — R es una forma cuadratica entonces debe ser de la forma

a d e T
gz, y,2) = (2 y z)|[ d b f y
e [ ¢ z

T

= (ax+dy+ez de+by+fz ex+fyt+ecz)| y

2

= a2’ + dyz + ez + doy + by® + fry + exz + fyz + c2?
az? 4+ by? + ¢z + 2day + 2exz + 2fyz

Definicion 8.1. Llamaremos superficie cuddrica , al conjunto

C={(z,y,2) € R® | az® + by? + c2® + 2dzy + 2exz + 2fyz + gx + hy + iz + j = 0} (29)

Y, ecuacion general de la cuddrica a

C : ax?® + by? + c2® 4 2dxy + 2exz + 2fyz + gx + hy + iz +j = 0;{a,b, ¢, d,e, f, g, h,i,j} CR (30)

Ejemplo 8.1.1. C: 2?2 +9? — 22— 22 —4y —42+1=0

Teorema 8.2. Si C:  ax’+by’+cz’+2dwvy+2exz+2fyz+gr+hy+iz+j = 0; {a,b,c,d,e, f,g,h,i,5} CR
entonces existe una base ortonormal de Mg(3 x 1) tal que la cuddrica se transforma en

)‘lx% +)‘2y% +)‘3Z% +G‘Tl +H?Jl +[Zl +] = 07 {)‘17)‘27)‘37G7H7[7j} C R (31)

En efecto, si consideramos una cuddrica C: ax? + by? + cz? + 2dzy + 2exz + 2fyz +gr + hy +iz+j =0
entonces para analizarla, consideraremos las siguientes etapas.

(1) Notacién matricial de C.

a d e x x
(:L"yz) d b f Y —l—(ghi) y | +7=0
e [ ¢ z z

(2) Diagonalizamos la forma cuadrética q(z,y, z) = ax?® + by? + c2? + 2dwy + 2exz + 2fyz

Conforme a la forma normal obtenida en (14) existe una base ortonormal « de Mg(3 x 1) de vectores
propios tal que

qcy) = [1EPlglaN%,
Donde
A 0 0
lda = 0 X O
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La situacion explicita, es de la siguiente forma: Si a = {vy,v9,v3} v ¢(3) = {e1,e2,e3} es la base
canénica de o de Mg (3 x 1) entonces

(a) Las matrices cambio de coordenadas son:

. (vi,e1) (vi,e2) (v1,e3)
o [Il%sy = (a™)' = | (v2,e1) (va2,e2) (v2,e3)
vg,e1) (us,ea) (vs,es)

(b) Los cambios de coordenadas son:

x T (vi,e1) (vi,ea) (vi,es) z 1

o [gs) || v =1l v | (vz,e1) (v2,e2) (v2,€3) y | =| n
L\ 2/ | z N (vs,e1) (vs,ea) (vs,es) z 21

, x x (v1,e1) (va,e1) (vs,eq) x1 x

o 1Y Y = Y | (vi,e2) (va,e2) (v3,e2) v |l=1v
\z/], z «(3) (v1,e3) (va,e3) (vs,es) 21 z

(c¢) Finalmente la transformacién matricial es de la forma:

O sea que
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a d e T x
(myz) d b f Y —l—(ghz) Yy | +7=0<=
e f c z z
(vi,e1) (vi,e2) (vi,e3) T "M 000 (vi,e1) (vi,e2) (vi,e3) T
(va,e1) (v2,e2) (v2,e3) Yy 0 X O (va,e1) (v2,e2) (v2,e3) y |+
(vs,e1) (vs,ea) (vs,es) z 0 0 M3 (vs,e1) (vs,ea) (v3,es3) z
(vi,e1) (va,er) (vs,er) x1
(g h i)| (vi,e2) (v2,e2) (v3,e2) yi | +7=0
(vi,e3) (va,e3) (vs,es) 21

)\1 0 0 I I
(1m0 21 ) 0 A 0 vi |+(G H I)| v |+5=0
0 0 A3 21 21

Donde,

(vi,e3) (v2,e3) (vs,es)

(5) Finalmente tenemos que

M4+ Moy + X322 + Gy + Hyy + 1214+ =0

Observacion 8.2.1. Ahora a la luz de (31) procedemos a analizar el comportamiento de los valores propios.

(1) SiA1- A2 A3 # 0 entonces N\j # 0 para i = 1,2,3 asi que podemos completar los cuadrados como sigue
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Mz + Aoyl + X328 + Gy + Hyy + 12 +j =0 =

(M2?2 +Gr1) + N2+ Hyr) + (A322 +12) +§ =0 <=

G H I
M2+ —2 )+ ¥+ )+ A3 (22 +—2 ) +j=0=

A1 A9 A3
w2+£x+G2—£2+)\ H+H2—£2+
LN T\ oy Y 2\t g, 2

G\* (&2 H\? [ H? I\? [I?
nt E) <4A1> A <y1 i 2A2> <4A2> A <Z1 +2_A3> } (@) w0
G\’ H\? I\2 /G2 12 2
megn) e (g ) e (aoegy ) - () - () - () #9=0
St hacemos xo9 = <:L'1 + ¢ > <y1 + il ) = (Zl + L) J :j_<G_2>_<52>_<I_2>
2\ 29 23 4\ 4\ 43

entonces la cuddrica se transforma en
M3+ Aoyl + X323 +J =0 (32)

(@) Si (A1-X2-A3 >0 A Al >0AX >0A A3 > 0) entonces de la relacion (32) tenemos las
siguientes posibilidades

° J:0:>/\1:E%+)\2y%+/\3z§:0:>3:2:yQZZQZO. Asi que

o, [(.G T
o 2217 2\7 2\

o J >0 = \73+ \ys + \322 < 0 (=<«). Asi que

Cc =90

o J < 0= \2}+ \oy3 + X323 = —J. Asi que
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2 2
C: S+t Es un Elipsoide

(b) St A1-X2-A3 >0 A AN <O0AX <O0AN > 0) entonces de la relacion (32) tenemos las
siguientes posibilidades

2
® J—0:>>\1332+)\2y2+)\322—O:>——|—y—2+_:0
)\1 )\2 )\3

o SiJ#0= A3+ \ay3 + \323 = —J entonces

o Para J > 0, tenemos que la cuddrica es

2 2
C: % + ?_J—i + _—?] =1 Un Hiperboloide de una hoja
YYDy

o Para J <0, tenemos que la cuddrica es

22 g2 22
C': _—2J + _—L2] + _—?] =1 Un Hiperboloide de dos hojas
RY PP

(¢) Si A1-Xa-A3 <0 A A <O0AX <O0AN3 <O0) entonces de la relacion (32) tenemos las
siguientes posibilidades

o J:O:>)\1x%+)\2y%+)\32%:O:>x2:y2222:0. Asi que

c. (.6 T
o 2017 2X’ 2\

o J < 0= \z}+ Nyd + N\323 >0 (=<). Asi que
c =90

o J >0 = \2}+ \oy3 + X323 = —J. Asi que
¥ Y3 %
C: —=+ =5+ =1 Esun Elpsoide
N X As
(d) Si (A1-A2- A3 <0 A AL <O0AX >0ANX; > 0) entonces de la relacion (32) tenemos las
siguientes posibilidades

o>>’|’_‘|l\3w

2
X
A A2

o SiJ#0= M3+ \ay3 + \325 = —J entonces
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o Para J > 0, tenemos que la cuddrica es

2 2
. L Y

f—?] =1 Un Hiperboloide de dos hojas
A1 A2 A3z

o Para J < 0, tenemos que la cuddrica es

95% ?J% 2
C —S S5t =5= 1 Un Hiperboloide de una hoja
A1 A2 Az

(2) SiAi-A2- A3 =0 entonces conforme a la ecuacion (31), tenemos las siguientes alternativas:

(a) Si A; =0 para i =1,2,3 entonces la cuddrica es un plano:
Gri+Hyi+1z1+j=0

(b) Si A1 #0 y A2 # 0 entonces tenemos que la cuddrica adopta la forma:

A + G 2+)\ + il i G* 1 + 1214+ =0+

L\ 9y 2\ o, Y D) T T
G\? H\? [ G? H?

)\1<x1+2—)\1> +)\2<y1+m> +IZl+j—<E>—<—>—O<:>

49

G H J
En este caso, si hacemos X =x14+ —, Y =y1+ — y Z = 21 + — entonces
21 29

X? y?
T+T+Z=O

Al A

Si A1 >0y Aa >0 entonces (33) es un Paraboloide Eliptico.

Si A1 >0y Ao <0 entonces (33) es un Paraboloide Hiperbdlico.
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Ejemplo 8.2.2. Clasifiquemos la cuddrica C: 2x? + 4y? — 42% 4+ 6yz — bx + 3y = 2 entonces procedemos
como sigue:

(1) La notacion matricial de C' es la siguiente:

20 0 z z
(:L"yz) 04 3 Yy +(—530) y | =2
0 3 —4 z z
20 O
(2) diagonalizamos la forma cuadrdtica [Q]Zg =0 4 3
0 3 —4
(a) Su polinomio caracteristico es de la forma
A—2 0 0
P,(\) = det 0 A—4 -3 |=0=-2((\—4A\+4)—9)=(\—2)(\—25)
0 -3 A+4
Luego, los valores propios son
V.P ={5,2,-5}
(b) Para determinar los subespacios propios hacemos los siguiente:
ue (Me(3x1)y <= ueMg(3x1)Algsu=u
z 2 0 x x
— wu=|y |A|l O 4 3 y | =A| vy
z 0 3 —4 z z
x 2z = Az
= u=\|y |AN4dy+3z = Ay ()
z 3y—4z = Az
(i) St A =5 entonces sustituyendo en * tenemos que
z 2z = iz
ue (Mr(B3x1))s <= u=|y | AN 4y+32z = by
z 3y—4z = bz
x
— u=| vy |Axz=0Ay=3z
z
0
= u=2z| 3 |AzeR
1

Asi que
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(ii) St A =2 entonces sustituyendo en x tenemos que

T 2x = 2z
ue (Mr(B3x1))y <= u=|y |AN 4dy+3z = 2

z y—4z = 2z

x

z

Asi que
1
(MR(3 X 1))2 = < 0 >
0
(i) Si A = —5 entonces sustituyendo en * tenemos que
T 2z = -3
ue€ Mr(3x1); <= u=|[y | AN dy+32 = -5y
z 3y—4z = -5z
x
z
0
— u=y 1 | AyeR
-3

Asi que

0
(Mr(3x1))5 = < 1 >
-3

Luego una base de vectores propios ortogonales es

0 1 0
a = 31,1 0 |, 1
1 0 -3
Ahora Ortonormalizamos o y obtenemos
0 1 0
1 1
B=—<{|3],l0o],—| 1
vio |\ o) Vo _5
(3) Ast que, las matrices cambio de base son
3 1
o [(LhOY (05
o=\ o ) M= 0
V10 V10 V0 V10

Por tanto,



0 3 _L 3y+2
z V10 V10 z V10
sl v ] =1 0 o y | =
<(3) 1 -3 -3
z 0 — —= z gz
V10 V10 V10
20 0 0 1 0 50 0 2 =
) o Vi VD
04 3| = 1|75 Y 7o 02 0 1 0 0
_ 1 =3 _ 1 =3
03 —4 7o Y 7o 00 =5 0 7% v
(4) Ahora cambiamos coordenadas en la cuddrica original.
2 0 0 x x
( T Yy z ) 0 4 3 Y +( -5 3 0 ) y | =2
03 —4 z z

3 1
0 (1) 0 50 0 0 % i x
(z y z) vio Vi 02 0 1 (1) _03 y |+(-5 3 0)
7o Y 7o 0 034j5 0 J% i z -
y+2 y+2
3y+z y—3z) 8 (2) 8 V10 ( 5 3 0) g (1) (1) V10
x +( - 710 o x
a0 3| i
V10 V10 V10 V10
50 0 (4 o
3y+z y—3z 9 _5 _3_ _
vio * m)<8gg) 5 (F& 5 7w ) T Bk bt
V10 V10
3y+z>2 9 <y—32>2 9 <3y+z> 3 (y—3z>
522 22) 4222 -5 b — 5 ——— =2
<\/E V10 10 \ V10 V10 \ V10

Asi que si hacemos

3y +z y — 3z
v 10 v 10

Obtenemos la Cuddrica

9 3
5Y24+2X%2 57224+ — YV -5X+—27=2
V10 V10

Y completando los cuadrados obtendremos lo siguiente:

9 \? 5\2 3 \? 72 25
5( Y+ — ) +2(X—-=) -5|Z2-——) =24+—+=
( 10\/E> < 4> < 10\/E> 200 8

Luego, la cuddrica se transforma en

x
Yy | =2
z

=2
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9 \?2 5\ 2 3 \?

Y+ ——— xX-° zZ -2

( 10\/10> +< 4> _< 10\/10> 1
5.485 5.485 5.435

5 2 5

Y es un hiperboloide de una hoja.
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