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CAPITULO 5

Diagonalizacion de operadores

El trabajo solidario es lo tinico que hace
humano al ser humano

Este capitulo esta destinado a estudiar esencialmente las relaciones que existen entre los isomorfismos y
las representaciones a través de matrices diagonales. Las competencias que adquirird el alumno después de
interactuar con esta informacién, se resumen en los siguientes procesos:

e Verificar a través de un célculo directo, si una transformacién de un espacio en si mismo (operador),
puede o no representarse a través de una matriz diagonal.

e Concluir si un operador que se representa a través de una matriz diagonal es o no un isomorfismo.

e Determinar la existencia o la no existencia de una base que permita representar a un operador a través
de una matriz diagonal.

1. Revisién de la Informacién y Planteamiento Del Problema

(1) Para fijar ideas diremos que una transformacion lineal T. Serd llamada un operador lineal en un K
espacio vectorial V si T € Lg(V).

(2) Si V es un K espacio vectorial de dimensién n € N, y T' € Lg(V) entonces para cada base o de V
tenemos la representacién matricial [T]% € Mg(n) de T.

(3) T € Lg(V) isomorfismo si y sélo si det[T]% # 0

(4) En particular, si [T]% es una matriz diagonal, es decir,

aill 0 0 tee 0
0 a9 0 0
[T]g — 0 0 asz 0
0 0 0 - apn
entonces T isomorfismo si y sélo si a;; # 0 parai=1,2,...,n

(5) (Bajo que condiciones existe una tal base a de V que representa en forma diagonal a un operador 77

2. Estudio Preliminar Del Proceso De diagonalizacion

Motivacién 2.1. Supongamos que para un K espacio vectorial V de dimension n € N, y T € Lg (V) existe

una base o = {v1,ve,...,v,} tal que [T|% es una matriz diagonal

(1) Por construccion tenemos que:

air 0 0 0

0 ago 0 0
[T1% = ([T(v1)]a [T(v2)]a [T(v3)la -~ [Tw)la)=| 0 0 a§3 0

0 0 O Ann
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T(Ul) = a1v1 + 0212 + 0’[)3 + - Ovn = 1101
T(Ug) = 0Ovy + agus + 0Ovg + --- Ov, = a9y
T(UQ) = 0’[)1 + 0212 + as3vy + --- Ovn = Qa33V3
T(v,) = O0v; 4+ Ovy 4+ asvs + -+ GupUp = Appp

(2) Es claro que si una tal base existe, debe satisfacer la propiedad
T(v;) = azv; ( para cada i =1,2,...,n)

Asi que la via para encontrar una tal base «, es estudiar este tipo de comportamiento, es decir estudiar
la solucion en'V de una ecuacion del tipo

T(v) = M (Para cada \ € K)

Observacion 2.2. SiV es un K espacio vectorial, y consideremos la ecuacion T (v) = v, para algin X € K
entonces

¢ Siv =0y entonces como T(0y) = Oy, A puede ser cualquier escalar.

¢ Siv # Oy entonces podemos analizar esta situacion

Tw)=M <= M—-T(v)=0y

My (v) = T(v) = Oy (1y es el operador identidad)
(AMly —T)(v) = 0Oy

v € ker(Aly — T) ((Aly —T), es un operador lineal)
dimg ker(Aly —T) > 1 (v # Oy)

ker(Aly — 7)) # Oy ( No inyectiva)

det([AMly —T)2) =0y (Para cualquier base o de V) (%)

reerny

Detengamos un momento nuestro andlisis, para determinar quien es este determinante, que aparece en
la etapa marcada (%)

Ay =TJg = [Mvlg —[T]a
= Alvlg — [T]q
= )\In — (aij)
(A—an) —ai2 —a13 e —ain
—as (A —az2) —a13 e —aop
- —az1 —azy  (A—ag3) -+ —asy (%)
—0anl —Aan2 —an3 ce ()\ — Ann

Retornado a (xx) a (x) podemos concluir nuestro andlisis como sigue

A—an1) —an —a13 -+ —aiy
—as1 (A —a) —ai3 e —as,
T(v) =M <= det —asi —as32 (A —az3) - —azn =0
—0anl —an2 —an3 e ()\ — Ann

— )\n +Cn_1)\n_1 +cn_2)\n—2 4+ ... +Cl)\+CO =0 (***)
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Para formalizar esta observacion hacemos las siguientes definiciones

Definicién 2.3. Sea V un K espacio vectorial de dimension n € N, y T € Lg(V). diremos que v es un
vector propio del operador T si,

(1) v# 0y

(2) (ANA eK) tal que T'(v) = v

A, serd llamado valor propio asociado al vector propio v

Definicién 2.3.1. Llamaremos polinomio caracteristico de T al polinomio
Pr(\) = det([Aly —T15) ( Para cualquier base de V) (1)

De acuerdo a las definiciones hechas podemos caracterizar al nexo que existe entre los valores propios y los
vectores propios como sigue.

Lema 2.3.2. Sea V un K espacio vectorial de dimension n € N, y T € Lg(V), v es un vector propio del
operador T si y sdlo si (IXo; Ao € K) tal que Pr(Ng) =0

Teorema 2.4. Sea V un K espacio vectorial de dimension n € N, y T € Lg(V) entonces para cada A € K
Vy = {veV|Tw) =M} <V

En efecto
(1) Oy e VA T(0y) =0y = AOy. Asi que Oy € Vy, y Vy £ 0

(2) SiueVyyveV, entonces

ueVy < uweVAT(u) =X

veEV)y <= veVAT@) =M }:><“+”)6VAT(U+U>=T(u)+T(v)=Au+Av=A(u+v)

Ast que, (u+v) € V)

(3) SiueVy yvyeK entonces
u € Vy u€e VAT (u) = Mu
yu € VAT (yu) = (u)

—

— )
= ’quV/\T(’yu):
— )
_—

yu € VAT (yu
Fyu € Vy

Luego, V)y <V (VA ) € K)

Definicion 2.4.1. V) se llamard subespacio propio asociado al valor propio A
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Ejemplo 2.4.2. Sea T € Lr(Mgr(3 x 1)) tal que T (

AL

easiA s AR stA eV AT

X

Y
z

(1) En primer lugar, determinemos los valore propios de T

1 0 2

« T ={ 0 1 —1 |, donde 0(3){

0 0 -1

e FEntonces el polinomio caracteristico es del tipo

(A=1)

Pr(\) = det( 0 (A=1)

0

1 0 0
O P O P
0 0 1
0 —2
1
0 (A+1)

Asi que los valores propios son V.P = {1,—1}

(2) Determinemos los vectores propios de T

En general

AE(MR(?)Xl)))\ <~ AEMR(3X1) A T(A):)\A

Caso 1. A =1. De (%) sigue que

A€ (MR(3 X 1))1 <~

1 0
Luego, (MRg(3 x 1)) = < 01, ( 1

Caso 2. Caso 2. A= —1. De (x) sigue que

IS I

IS IS

[SENS I

N y—=z

T+ 2z
y—z
—z

T+ 2z

Ae (Mp(3x1) A T(A)=A

8

IS IS

ISEIS

r+2z = =z
N Yy—z =y

—z = z
AN z=0
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Ac (Mr(3x1); <= Ac(Mgr(3x1) A T(A)=-A

T r+2z = —=x
— A=y AN y—z = —y
z —z = —z
T
1
— A=y /\x:—z/\yziz
z
-1
1
= A==z —
1

|
—_

Luego, (MRg(3 x1))_1 = <

—_bO | =
~—

(3) Finalmente podemos observar que

1 0 —11
a = o, 1], 3
0 0 -

Es una base de Mg(3 x 1) y que en esa base el operador T se representa como una matriz diagonal

En efecto

—_

—_Do | =

1\ ] 0 -
T = T| 0 T| 1 T

0 -

0

0

-1

Il
S O =
O = O

Ejemplo 2.4.3. Sea T € Lg(R3) tal que T(x,y,z) = (3x+ 2,3y + 22, —2). Determinemos valores y vectores
propios de T'.

Etapa 1. Determinemos los valores propios de T.

(1) Construimos Pr(\), el polinomio caracteristico de T .

" 30 1 " A0 0
o Tlyzy=10 3 2 A gy =0 A0
00 -1 0 0 A
(A=3) 0 —1
e Pr(\)=det | O A—=3) -2 =A=-3)>2\+1)

0 0 (A+1)
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(2) Hacemos Pp(\) =0

Pr(X\)

0 <= (A=32°A+1)=0
= M =3 V A= —1)
. Luego, los valores propios son V.P = {3,—1}

Etapa 2. Determinamos los subespacios propios.

(1) Proceso general:

u € (R?’))\ — uweRAT(u) =M
= u=(2,y,2) ANT(2,y,2) = Mz, y, 2)
= u=(v,y,2) NT(z,y,2) = (Az, Ay, A2)
— u=(x,y,2) N3z + 2,3y + 2z, —2) = (A\z, \y, A2)
3r+z =
— u=(r,y,2) AN 3y+2z = Ay (%)
—z = Az
(2) Evaluamos (x) en los valores propios:
e \=3
De (x), sigue que
3xr+z = 3z
uE(R?’)g — u=(r,y,2) N 3y+2z = 3y
-z = 3z
— u=(r,y,2) AN z=0
— u=(r,y,0); z€eR; yeR
<~ wu=2x(1,0,0) +y(0,1,0)
= (R?), = ({(1,0,0),(0,1,0)})
o \=-1
De (%), sigue que
3r+2z = —=x
uE(R?’)_l — u=(r,y,2) N 3y+2z = —y
—z = —z
== u=(r,y,2) N z=—-4dxr:y=2u
— u=(r,2z,—4zx); x €R
— u=uz(1,2,-4)
= (R = {12-4})

(3) Sea o ={(1,0,0),(0,1,0),(1,2,—4)} entonces como
[T]g = ( [T(l,0,0)]a [T(O,l,O)]a [T(1’27 _4)]a )
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Sustituyendo en (2) tenemos que

30 0
T = 103 0 (3)
00 -1

Es una matriz diagonal, o mejor el operador T se representa como una matriz diagonal, en la base de
vectores propios o.

Ejemplo 2.4.4. Sea T € Lg(R3) tal que T(z,y,2) = (3z + 2y + 2,3y + 2z, —2). Determinemos valores y
vectores propios de T.

Etapa 1. Determinemos los valores propios de T.

(1) Construimos Pr(\), el polinomio caracteristico de T .

" 32 1 " A0 0
o [Ty =10 3 2 A g =0 A0
00 —1 0 0 A
(A—3) —2 -1
o Pr(\) =det | 0 A=3) -2 A =32\ +1)
0 0 (A+1)

Pr(A) =0 < (A=32*0\+1)=0
= M =3 A A=-1
Luego, los valores propios son V.P = {3, —1}
Etapa 2. Determinamos los subespacios propios.
(1) Proceso general:
€ (R?)

= ueR3/\Tu)

(
= u=(r,y,2) A (fc y,z) = Az,y, 2)
= u=(z,y,2) NT(z,y,2) = (Az, Ay, Az)
— u=(r,y,2) N Bz + 2y + 2,3y + 22,—2) = (A\x, Ay, A\z)
3r+2y+2z = I
— u=(r,y,2) AN 3y+2z = \y (%)
—z = Az

(2) Evaluamos (x) en los valores propios:



e \=3
De (x), sigue que
3z+2y+2 = 3z

uG(R3)3 — u=(r,y,2) AN 3y+2z = 3y
—z = 3z
— u=(r,y,2) N z=0;9=0
— u=(2,0,0); R
<~ u=12x(1,0,0)
= (R%),=({(1,0,0)})

e \=-1

De (x), sigue que

Jx+2y+z = —z
uG(R?’)_l — u=(r,y,2) AN 3y+2z = —y
—z = —z

— u=(r,y,2) N z=-2y;x=0
= u=(0,y,-2y); yeR
— u=1z(0,1,-2)

3
= (R%)_, ={0,1,-2)})
Luego, no existe una base de vectores propios a tal que T se represente como una matriz diagonal.

Los Ejemplos 2.4.2; 2.4.3 y 2.4.4 sugieren las siguientes reflexiones:

Reflexiones 2.4.5. En ejemplo 2.4.2 y 2.4.8 asequramos que el conjunto o de vectores propios era una base
de Mg(3 x 1) y R3 respectivamente, en realidad esto es producto del siguiente suceso

Sea V es un K espacio vectorial de dimension n € N y T € Lg(V). Supongamos que A y pu son valores
propios de Ty que u € (Vy — {0v}) yv € (V, —{0v}) entonces
A4 u = a={u,v} es un conjunto linealmente independiente
En efecto
au+ av =0y = T(aju+ azv) =T (0y)
— alT(u) + CLQT('U) =0y
= aAu+ aspv = Oy

Juntando la informacion obtenemos que

a1u + agv = 0Oy a A+ as v = Oy _ B
a\u +agpv = Oy — a u~+ aspv = Oy = ag(A — p)v =0y = az =0
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Andlogamente,

mutaw = Oy arpu+agpv = Oy N _
aAu+agpv = Oy a M+ agpv = Oy = a1(A — p)u =0y = a; =0

Asi que, a = {u,v} es linealmente independiente.

Reflexiones 2.4.6. En Ejemplo 2.4.3 y 2.4.4 el polinomio caracteristico Pr(\) es el mismo, sin embargo
en Ejemplo 2.4.3 existe la base que permite representar a T como una matriz diagonal y en Ejemplo 2.4.4
no existe una tal base.

(1) La conclusion inicial es que el polinomio caracteristico Pr(\), no es la herramienta de clasificacion
para la existencia de la base que representa diagonalmente a un operador lineal

(2) Si llamamos multiplicidad algebraica de A en simbolos m.a.(\) a las veces que el valor propio A, aparece
repetido en Pr(\), y multiplicidad geométrica de A en simbolos, m.g.(\) a la dimension del subespacio

propio (R3) ) entonces

e En Ejemplo (2.4.3), tenemos el siguiente comportamiento:

m.a.(3)=2 || m.g.(3)=2 || m.a.(3)=m.g.(3)

m.a.(-1)=1 || m.g.(-1)=1 || m.a.(-1)=m.g.(-1)

Lo que significa que:

Pr(A)=(A=3°A+1) A R=(R%,® (R
dim 2 dim 1

-1

e En (2.4.4), tenemos el siguiente comportamiento:

m.a.(3)=2 || m.g.(3)=1 || m.a.(3);m.g.(3)

m.a.(-1)=1 || m.g.(-1)=1 || m.a.(-1)=m.g.(-1)

Lo que se traduce en:

Pr(A)=(A=32\+1) A (R?), & (R _, <R?
dim 1 dim 1

(3) Luego, existe una relacion importante entre los conceptos: m.a.(\), m.g.(\) y la existencia de una base
de vectores propios de V.

Ast que llega la hora de formalizar y buscar relaciones entre estos conceptos claves.
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Definicién 2.5. Sea V' un K espacio vectorial y \, un valor propio de T € L (V') entonces notaremos:

(i) m.a.(\)= multiplicidad algebraica de A
(i) m.g.(\) = dimg (V),

Lema 2.5.1. Sea V un K espacio vectorial y Ay, un valor propio de T entonces

m.g.(Ao) < m.a.(Ao) (8)

La demostracion es un poco técnica, pero util para el desarrollo algoritmico del pensamiento modelistico
(1) Supongamos que m.a.(Ag) = s, con s > 1 ym.g.(Ng) =7

(2) Seaw € (V),, entonces T'(u) = Xou. Ahora atencion con la siguiente idea central !!!

T(T(uw) = T(Aou)

= XoT(u)
Luego,
ue (V),, = T(u)e V), (9)
(3) Lo obtenido en (9), nos permite decir que
T[(V),] € (V) (10)

La propiedad expresada en (10), técnicamente significa” (V') A €5 un subespacio invariante de T'”, pero

mas alld de tecnicismos, esta propiedad se usa para definir nuevas funciones a partir de la funcion
original, como sigue:

To: (V)y, — (V)y, tal que To(u) =T (u)
Asi Ty es una restriccion de T al subespacio (V)/\O y por ende satisface las siguientes propiedades:
o Ty e Lk [(V))\O)], es decir Ty es un operador de (V')
* Pr(A) = (A—=2X0)" y 0(Pry(A) < 9(Pr(}))
Ast, m.g.(Ag) < m.a.(Ag)
Motivados por el Lema 2.5.1 y por el Ejemplo 2.4.4, se justifica la siguiente definicién.

Definicién 2.6. Sea V un K espacio vectorial y T € Lg (V). Diremos que T es un operador diagonalizable
st existe una base de vectores propios, a de V. Caso contrario decimos que T no es diagonalizable.

Teorema 2.7. Sea V un K espacio vectorial de dimension n y T € Lg(V') tal que:
S

o Pr(A\) =[N =)™ (N # s sii #5)

i=1
S
. Z n;=n
i=1
entonces T' diagonalizable si y solo si m.a.(A\;) = m.g.(N\;) para i =1,...,n
En efecto

(1) Sea a; una base de Vy,, parai=1,2,...s
S
(2) Sea a = U a;
i=1

entonces m.a.(A\;) = m.g.(\;) <= « es una base de V



Conclusién 2.8. Si V un K espacio vectorial de dimension finita n y T € Lg(V) tal que

s

Pr(n) =TT = 2)™s (h # Agsii # )

i=1

es el polinomio caracteristico de T entonces
(1) Pr(N\) € K[A] con O(Pr(\)) = n, pues Zm.a.()\i) =n
i=1

(2) Ao es un valor propio de T si Pr(X\p) =0
(3) T diagonalizable si y solo si m.a.(A\;) =m.g.(\;) parai=1,...,n y en tal caso tenemos que:

o FEuxiste una base « = oy U ---Uag de V tal que oy es base de V), para cadai=1,...5 y

Y -

As

o V se descompone en suma directa de subespacios propios:

Vo= VoV, W, (12)

FEs decir,

Figura1: V.=V, @ V), ---® V),

e T se descompone en una suma de operadores del tipo:
T = Th'+T+--+T,s (13)
donde T;(u) = \ju, para cada i =1,2,... s

Observacion 2.9. FEs evidente, que esta forma de wverificar si un operador es o no diagonalizable tiene
inconvenientes tales como:
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(1) Es impracticable si el nimero de valores propios es grande (a menos que usemos el computador, Maple,
Matlab, Matemdtica, etc. )

(2) Es posible que en muchos casos, se desee saber sélo, si el operador es diagonalizable o no; en tal caso
se necesita una técnica diferente.

3. Ejercicios Propuestos De Valores y Vectores Propios

Determine valores y vectores propios de las siguientes transformaciones lineales y matrices:
(1) T € Lg(R?), tal que T(z,y) = (3y, 2x)
(2) T € Lg(R?), tal que T(z,y) = (z + y,2z +y)
(3) T € Lg(R3), tal que T(z,y,2) = (x +y, —y + 22,22 +y — 2)
(4) T € Ro[z], tal que T'(ag + a1 + asx?) = a1 + apr + azx?
(5) T € Mg(2), tal que T'(A) = A’

(6) T € Lg(RY), tal que T'(z,y,2,w) = (v,2 +y,x +y+ 2,2 +y+ 2z +w)

(13) Sea T € Lg(V) tal que T o T = T'. Determine valores y vectores propios de 7.

(14) Sea T € Lk (V). Demuestre que.

Vo # {0y} <= T no inyectiva

4. Un Criterio de Diagonalizacién

Como vimos en los ejemplos (2.4.3) (2.4.4) el polinomio caracterfstico es Pr(\) = (A — 3)?(A + 1). Sin em-
bargo en un caso T diagonaliza y en el otro no diagonaliza, la razén expuesta es que la m.a(3) = m.g(3) = 2
en el primer caso y m.a(3) =2 > m.g(3) = 1 en el segundo caso, pero por las precisiones anteriores resulta
demasiado caro en tiempo y espacio esta solucién, asi que implementaremos otra técnica que no tenga tales
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deficiencias, pero como siempre nada es gratis asi que de acuerdo a la ley de costo beneficio hay que asumir
algin costo, que en este caso consiste en generar o mejor generalizar alguna ideas.

4.1. El Fundamento Conocido de K, [z]. En este apartado, revisaremos las propiedades fundamentales
del anillo de polinomios, con miras a ser generalizadas en beneficio de nuestro estudio.

(1) Los polinomios se caracterizan como sigue:

n
p(z) € Kplz] <= p(z) =ag+ a1z + azx?® + - - + a,z" < p(z) = Z a;z',  donde 2 =1
i=0

n
(2) Cada polinomio de la forma; p(xz) = Zaixi € K, [z], "actia naturalmente como funcién sobre el
1=0

cuerpo K”, como sigue

p(z) : K— K; tal que u € K +— p(u) = zn:a,-ui
i=0
(3) En particular, sabemos que:
(u es una raiz de p(z) <= u € KA p(u) = 0) <= (p(x) € ker(p(u)))
(4) En realidad, lo anterior tiene sentido porque en K, se verifican naturalmente las siguientes propiedades:
e ucKANaeK=a-ueckK
e En particular, u € K = u® € K (Vs;s € N)
(5) Asi que ” en cualquier conjunto que sus elementos posean estas propiedades, podemos hacer actuar al
anillo de polinomios”, K, [z]
4.2. Generalizacién al Anillo de Matrices. En concordancia con las ideas desarrolladas en la seccién

anterior, podemos iniciar nuestro proceso de generalizacién haciendo la definicién

Definicién 4.2.1. Cada p(x) € K,[z] actuard sobre el anillo y espacio vectorial Mk (s) como sigue:

p(x) : Mg(s) — Mg(s) tal que A € Mg(s) — p(A) = ZaiAi donde A° =1,
i=0

Ejemplo 4.2.2. En este ejemplo aprovecharemos, valga la redundancia, de analizar la situacion presentada
por los ejemplos (2.4.3) y (2.4.4) a la luz de esta nueva herramienta. Sabemos que en ambos ejemplos el
polinomio caracteristico es Pr(\) = (A — 3)%(\ + 1) entonces

(1) En Ejemplo (2.4.3) tenemos que,
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bl

— A O

Si llamamos m,}l)()\) = (A—=3)(A+ 1) entonces en Ejemplo (2.4.3) tenemos que

c(3
c(3

(2) Un cdlculo andlogo para el Ejemplo (2.4.4) nos dice que
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o (1) [(

0 2 1 4 0 1
= 00 2 0 4 2
00 —4 0 00

Il
/_\
ococo

o
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v

0

Ast que tenemos las siguientes conclusiones:

(1) En (2.4.3) y (2.4.4) se verificé que Pr <[T]Zg§) = (0)
(2) Bn (24.3) mV <[T]Z§
(3) En (2.4.4) m{ (mgg

Lo anterior nos motiva para hacer la siguiente:

Definicién 4.3. Si A € Mg (n) entonces llamaremos anulador de la matriz A, al conjunto

I(A) = {p(x) € Klz] | p(4) = (0)}

1
2
-1

Observacion 4.3.2. Para el conjunto I(A) tenemos las siguientes propiedades:

Ejemplo 4.3.1. p(z) = (z —3)%(x + 1) € I(A) si A= (

O O W
S W N

(1) Sip(z) € I(A) y q(x) € I(A) entonces (p(z) — q(x))(A) = p(A) — q(A) = (0)

Conclusion, para cualquier A € Mxg(n) tenemos que
p(x) € I(A) A q(z) € I(A) = (p(z) — q(x)) € I(A)
(2) Sea a € K yp(x) € I(A) entonces (a-p(x))(A) =a-p(A) =a-(0) = (0)

Conclusion, para cualquier A € Mg(n) tenemos que
acK A px)el(Ad) = (a-p(x)) €I(A)
Teorema 4.4. (Teorema de Cayley) Si A € Mg(n) entonces Pa(\) = det(A\,, — A) € I(A), es decir
Pa(4) = (0)

En efecto
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En primer lugar, sabemos que,

a1 G2 413 ... Qip Ay A Az ... Ay,
Gg1 G22 G23 ... Q2p Ao Aoy Aoz ... Aoy,
SiA=] @1 a32 a3 ... 43n | entonces Adj(A) = Az Az Azz ... Ag,
anl Qan2 Gp3 ... Qnn Api Ape Aps oo Apy

Y que
(M, — A)Adj(M\ I, — A) =

Ademds, A;; = (—1)" det((\I, —
que:

det( M, — A)I, (14)

A);j) es un polinomio de grado (n — 1), para cada i y para cada j, asi

Adj(M, —A) = AL A"2B, L, + A" 3B, 3+ + By (15)

Donde cada B; para i =0,1,...,n— 1, es una matriz de orden n, y

det( M, — A) = X"+ by A" L4 b oA "2 4+ + by (16)

Ahora, aplicando, (15) y (16) en (14) tenemos;

(AL, — A)Adj(\I,, — A) =

n—1
(A, — A) (Z )\iBi>
=0

n—1 n—1
= > X*HB; =) XAB
i=0 i=0

= —ABy+ A(By— ABy) + -+ X" (By_a — AB,—1) + "1,

Aplicando este resultado en (14) e igualando coeficientes tenemos el sistema de ecuaciones:

—ABO - bOIn

—ABy = bol, ABy— A’B; = bhA

By— ABy = b, A2B; — A3By, = byA2?

By — ABy = b, A3B2_A4B3 = b3A3

BQ—ABg = b3In

E=
.................... An—2Bn_ _A”—an_ = b,— A2
Bno3—ABn_2 = byoly A”‘lBg_z—A”B _f = b—iA”‘l

B, 2—AB,1 = by1l, " Aan - /{L"
B,1 = Iy o

0) =

n=2 4 sumado miembro a miembro)

(Hemos multiplicado por A, A% ... A
Corolario 4.4.1. Si T € Lg(V) entonces para cualquier base o de V,
Pr(\) = det(A, — [T]3) € I([T]3)

Definicién 4.5. Sea A € Mg(n) entonces diremos que ma(X) es el polinomio minimo de A si:
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1. ma(A) =(0), es decir ma(X\) € 14
2. ma(X) es monico, es decir su coeficiente lider es uno.
3. Sip(N) € KA tal que p(A) = (0) entonces d(ma(\)) < d(p(N))

Ejemplo 4.5.1. En (2.4.3) Pr(\) = (A —3)2(A + 1) y el polinomio minimal es: mr(\) = (A —3)(A+ 1)

Ejemplo 4.5.2. En (2.4.4) Pr(\) = (A —3)2(A + 1) y el polinomio minimal es: mr(\) = (A —3)2(A + 1)

Como también sabemos en (2.4.3) T es diagonalizable y en (2.4.4) T no es diagonalizable, luego la diferencia
es el polinomio minimal, respecto de este tenemos los siguientes resultados:

Lema 4.5.3. Si T € Lk (V) entonces vale la equivalencia
Pr(Xo) =0 <= mp(XNg) =0 (17)

Es decir, el polinomio caracteristico y minimal tienen las mismas raices, para una demostracion ver [9]

Teorema 4.6. Si T € Lg(V) tal que Pr(\) = H()\ — X)" para (N\; # \j) entonces
i=1
T diagonalizable <= mp(\) = H(/\ - \i) (18)
i=1

en efecto

Sea A = [T%, donde « es una base cualquiera de V entonces sabemos que A diagonalizable si y sélo si existe
una base f3; de vectores propios de V; y en tal caso se verifica la identidad:

—1
A= (15 (103 (15 = (05 1705 (11)3)
Donde, [T]g es una matriz diagonal del tipo:
oy -

A1

As

Finalmente,

mr(A) = mr(I13 (715 (113) ) = g me (@13 (103) v mr((715) = = M)A = da) - (A= &)
5. Ejercicios Resueltos de Diagonalizacién

(1) Sea T € Lg(R3) tal que T'(x,y,2) = (—x + 2,22 + 3y + 42, — — 32) entonces

FEtapa 1. Construyamos el polinomio caracteristico:

(i) Determinemos [T]Zg
-1 0 1
A== 2 3 4
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(ii) Determinemos el polinomio caracteristico:

A+1 0 -1
Pr(\) = det| -2 A-3 —4
1 0 A+3

= A=3)[A+DA\+3)+1]
= (A=3)[\2+4)\+4]

= A=3)(A+2)?
Luego, los valores propios son:
v.p = {-2,3}

Etapa 2. Verifiquemos si T' es diagonalizable:

-4 0 1 10 1
(A—3I3)(A+2L5) = 2 0 4 2 5 4
-1 0 —6 -1 0 -1

Asi que T no es diagonalizable.
(2) Sea T € Lg(Rs[z]) tal que T(ag + a1z + a22?) = as + apz + a12? entonces
Etapa 1. Construyamos el polinomio caracteristico:

(i) Determinemos [T]ig;, donde p(2) = {1, 2,22}

@ 0 01
A=[TP5 =10 0
p(2) 01 0
(ii) Determinemos el polinomio caracteristico:
A0 —1
Pr(A) = det|{ =1 X 0
0 -1 A
= A1
= M1

= A=D1\ +A+1)
Luego, el valor propio real es:
v.p = {1}

Etapa 2. Verifiquemos si T' es diagonalizable:
Como m.a(1) = 1 entonces m.g(1) = 1, asi que T no es diagonalizable.

3) Sea T € Lr(Mg(2)) tal que T(A) = A — A! entonces
(3) (Mr(2)) tal que T'(A)
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FEtapa 1. Construyamos el polinomio caracteristico:

(i) Determinemos [T]Zg;, donde

v (300 200

0 0 00

om0 1 =10

A== 0 -1 1 0

0 0 00

(ii) Determinemos el polinomio caracteristico:
A 0 0 0
_ 0 (A—-1) 1 0
Prd) = det ] 5 7 7 2y
0 0 0 A
= NA-2)

Luego, los valores propios son:
v.p = {0,2}

Etapa 2. Verifiquemos si T es diagonalizable:

A€ (Mg(2), <= Aec(Mr(2)AT(A)=AA
— Ae (Mg(2)ANA—-A=)A

Asi que de (*) sigue que:

Ae (Mg(2), < Ac(Mg(2)AA— Al =(0)
— Ae (Mg(2)AA=A

)}

(%)

— (MR(2))0:<{<(1) 8)’(? (1)>’<8
Luego,
Zzgg; 8 Z:gg; — } — T diagonalizable

3 1 -1
(4) Sea A=| 2 2 —1 | entonces
2 2 0 )
e det(A) =4, luego A es invertible

e Calculemos su polinomio caracteristico:
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(A—3) -1
Pr(\) = det(( 2 (A-2)
—2 —2

(( A—=1) 1-2X
= det -2 (A=2)
-2 —2

- (/\—1)det<<(/\__22) i))—(l—k)det<:§ i)

= A=DAA-2+2)+A-1)(-22+2)

> = O > =

= A=DPN2=22+2-21+72]
= A=1)\-2)?
= X4 5) -8\ +4

e Estudiemos si es diagonalizable; es decir, veamos si el polinomio minimal es

mr(\) = (A - 1)(A - 2)

2 1 —1 11 -1
(A-IL)A-2) = [ 2 1 —1 2 0 —1
2 2 —1 2 2 —2

2
2 0 -1
= 2 0 -1
20 2

# (0)
Luego A, no es diagonalizable.
e Podemos usar el polinomio caracteristico para, calcular A~!, como sigue:

PaA) =X —5)\2 48\ -4 — A>-5A2+84-4=0

—  A(A% —5A +8I3) = 43

— A GA? — 2A+213> = I,

1 5
A2 - SA+2rI
4 TR

(5) Sea V, un K espacio vectorial y o = {vy,v2,v3,...,v,} una base de V tal que:

e A_l =

(i) V)\l = <{1)1,’l)2, .. ,’UT}> A A EK
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(i) Vy, = {vrs1,0r42,...,0s}) A A €K
(ill) Vg, = {Vs41,0s42,---,0n}) A Az eK
(a) Determine T' € Lg(V)
Etapa 1. Lo que debo hacer o me estan pidiendo:
Debemos determinar T'(u), (Vu;u € V)
Etapa 2. Datos:
e v, eV &T(v)=Mv; (Vi;1<i<r)
e v, eV, &T(v;) =Xv; (Vizr+1<i<s)
e v, eV, &T(v;) =Nv; (Vizs+1<i<n)

e Como « es una base de V, entonces para cada u € V existen unicos escalares en K,

tales que:
n
U = Z a;v; ()
i=1

Etapa 3. Ejecucion.

De (%), sigue que:

T(u) = (Za2v2+ Z a;v; + Z alvl)

i=r+1 i=s+1
r s n
= ZaiT(Ui)+ Z a,-T(vi)—i- Z CLZ'T(’UZ')
=1 i=r+1 i=s+1
= Zay\lvl+ Z a;\ov; + Z a;A3v;
i=r+1 i=s+1
= Alzaﬂ),—l—)\g Z a;v; + A3 Z a;v;
i=r+1 i=s+1

(b) ; T es diagonalizable ?

Como « es una base de vectores propios de 1" entonces T', es diagonalizable y
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A1
A2

A2
A3

A3

(¢) ¢ T es un isomorfismo ?

Sabemos que T' es un isomorfismo si y sélo si det(7") # 0, asi que en este caso;

< /\1)\2)\3 75 0

T isomorfismo

— N#0 (Vi;1=1,2,3)

(d) ¢ T7! es invertible ?

Observamos que si A\; # 0 (Vi;i = 1,2,3) entonces T~ existe y vale la férmula fundamental

Tu)=v <= u=T ")

Asi que en particular, tenemos

Paral<:<r

T (vi) = My = v=MT" Y v) <= T ' (vy) = )\ivi
Parar+1<i<s
T (v;) = Av; = v=MT" ) <= T lv)= )\izv,-
Paras+1<i:<n
T (vi) = \3v; = v=MT" Yy <= T ' (y) = )\igvi

6. Ejercicios Propuestos de Diagonalizacion

(1) Verifique ;jcudl de los operadores propuestos en la Seccién 3. es diagonalizable?
(2) Sea A = (a;;) € MR(3) tal que

aij:{

e Determine valores propios y subespacios propios de A.

aij#O SIZSJ

: en otro caso

e Determine el polinomio minimal de A.
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(4)

()
(6)

(7)

7.1.

- & AL AR AT RssiAsS AN A AR SRR e A

Dada la matriz A = < (1) (11 > Determine el conjunto:

S ={a € R| A es diagonalizable}

Dada la matriz A = < ) Determine el conjunto:

a
1

O =

S ={a € R| A es diagonalizable}
Sea T € Lk (V) tal que T'o T = 0. Determine valores y vectores propios de 7.

Sea A € MRg(2) tal que det(A) # 0.

e Demuestre que:
A diagonalizable = A~! diagonalizable

e Si A diagonalizable. Determine los subespacios propios de A~*
Considere la matriz A = (a;;) € Mg(n) tal que:
{m sit=7
A5 = .. .
a :Ssii#£]
Donde, m # 0 y a # 0. Demuestre que
e« Pa) = (A= (m = )" YA = (m + (n — 1)a))

o det(A) = (m —a)" - (m+ (n—1)a)

sy 07 —6
Determine A™. Si (a) A= y(b)yA=| -1 4 0
-2 02 —2

7. Aplicaciones
Modelo de Crecimiento Poblacional.
Planteamiento del Problema

Analisis de un modelo que describa el crecimiento de una poblacién usando valores y
vectores propios.

Modelo 1
Hipotesis de Trabajo

Suponemos que una cierta especie crece a una tasa de crecimiento constante en el tiempo (el tiempo,
puede ser una hora, un dia, una semana, un mes, un ano, etc.)

Un tal caso, es dado si por ejemplo:
e Cada generacién es distinta y,

99 3.9

e Cada organismo produce "r” crios y después muere.
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Asi si py, representa la poblacién después de t, periodos entonces la ecuacién que rige el crecimiento de
dicha poblacion es:

pe =Tpi—1  equivalentemente p; = ripg (20)

donde, pg representa la poblacién inicial.
(3) Conclusién al Modelo 1
(i) r>1= lim p; = lim r'py = A.
t—o0 t—o00

Es decir, la poblacién aumenta geométricamente (sin cota superior) en el tiempo.
(i) 7 = 1 = lim p; = lim r'py = po.
t—o00 t—00

Es decir, la poblacién mantiene crecimiento constante independiente del tiempo.
(iii) 7 < 1 == lim p; = lim 7'py = 0.
t—o00 t—00

Es decir, la poblacién disminuye geométricamente a cero en el tiempo y por tanto se extinguira.
(4) Algunos problemas del Modelo 1
(i) El crecimiento de una poblacién en general no es a tasa constante.
(ii) En general el nimero de crias que puede generar una hembra depende de su edad
(5) Modelo 2
Hipoétesis de Trabajo

Se estudiara un modelo de crecimiento poblacional, para una especie de pajaros, que satisface las sigu-
ientes condiciones:

(1) Ndmero de hembras = Numero de machos

(2.1) p(j,n — 1) = Poblacién juvenil de hembras en el ano (n — 1)

(2.2) p(a,n — 1) = Poblacién adulta de hembras en el afio (n — 1)
(3) a=probabilidad con que los pajaros jovenes que sobreviven y llegan a adulto en el ano n.
(4) k= promedio de pajaros hembras jévenes, generado por las hembras adultas que sobreviven.
(5) B= probabilidad con que los pédjaros adultos sobreviven de una primavera para otra.

(6) Toda la informacién anterior puede ser computada via las ecuaciones:

p(j,n) = kp(a,n — 1)
pla,n) = ap(j,n—1) + PBpla,n—1) (21)
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(i) = (2 5)(sr )

Equivalentemente

—_—
p(n) A p(n—1)

Analisis matematico del modelo

e De (22), sigue que

p(l) = AP()
p(2) = AP(1) = A%(0)
p(3) = AP(2) = A%(0)

p(n) = AP(n—1)= A"p(0)

e Determinemos el polinomio caracteristico de A:

Pa(N) = det(_)\a (}\__kﬂ)>
= MA—p5) —ka
= N - )\8-ka

Luego,
Pia(A) = A —)\B—ka
e Ahora, para calcular los valores propios hacemos P4(\) =0

Es decir;
PAA) =0 <= N -M3—ka=0

5= B+ /5% + dka

2

—

Luego, los valores propios son:

VP_{ﬁ—\/ﬁZ—Hlka B+\/52+4ka}
T 2 ' 2

Ademds A\ y Ay satisfacen las propiedades:

(i) a€0,1] y B€[0,1] y k> 0 entonces 8% + 4ka > 0

/32 /B2 _
(ii) Si A = w y Ao = w entonces A1 > A2 v [A\1| > |\g

(22)
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e Sea a = {vy,v2}, base de vectores propios de Mg(2), correspondiente a los valores propios
A1y A9, respectivamente entonces valen las siguientes propiedades:

(i) Como p(0) € MR(2) y « es base de Mr(2) entonces existen unicos escalares aj, as tales
que

p(0) = <§((aj:8)) ) = av1 + agvy

(ii) Sustituyendo en la ecuacién central p(n) = A™p(0) tenemos que

p(n) = A"(a1v1 + azvs)
a1A"vy + as A" ve

= a1 ATv] + ag 50y

A n
= )\? <a1?)1 + |:—2:| CLQ’UQ)
A1

(6) Conclusién al Modelo 2
I = lim A7 i ~ AT
° nl_)rgop(n) = lim AT { @10 + N agvy | & Alajv;

(7) Algunos problemas del Modelo 2

(i) La tasa de nacimiento y muerte cambia con frecuencia de un ano para otro y depende del clima,
este modelo supone clima constante.

(ii) Muchas especies poseen una tasa de nacimiento y muerte que varia con el tamafio de la poblacién,
en particular una poblacién no puede crecer indefinidamente a una tasa constante, caso contrario
dominaria la tierra.

Ejemplo 7.2. Apliquemos el modelo para el siguiente caso:

(1) Datos particulares:

o k=2
e v =10.3
e =05

e p(0) = (100>

(2) Determinamos los valores y vectores propios de A = < gg Zg >

(i) Sus valores propios son:

V.P = {—05639,1.0639} = {\2, \1}

(ii) Sus vectores propios son:
o —0.9625 —0.8829
“ = 0.2714 )\ —0.4697
. 0.9625 0.8829
- —0.2714 )’ \ 0.4697

= {v,v1}
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(3) Aplicando las conclusiones del modelo 2, tenemos que:
p(n) = Alajvn
1.0639”@1?)1

Como A1 > 1 entonces la poblacion crecerd.
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8. Rudimentos sobre Operadores Especiales

Nueva mirada para las matrices cambio de coordenadas. Los elementos descritos aqui, son los

que se analizaron en la seccion Coordenadas y Matrices.

(1)

Si V' es un K-espacio vectorial con producto interno, donde K =R o K =C y a = {vj,v9,...,0,}
es una base de V, que podemos asumir ortonormal, entonces tenemos el isomorfismo naturalmente
inducido por al base a, entre V' y su espacio coordenado Mg (n x 1);

(v,v1)
[la : V — Mg(nx1) | (ww) R
v s [U]ﬂi % tal que [v]g = : @v—;(v,vﬁvi
(v, vp)

Siu €V ywv eV entonces del teorema (?7?) sigue que

n

(u,v) = Z(u,vﬁ(v,v,&

i=1

Juntando la informacién de los itemes anteriores tenemos que, Si (,) es un producto interno en el
espacio vectorial V' sobre el cuerpo K entonces Mg (n x 1) es un espacio con producto interno, sobre
K, donde

(u,v) = ([wlas [v]a) = [ula[o]a = D (u,vi) (v, 01)
i=1

Si g ={wi,ws,...,w,} es otra base ortonormal de V entonces del diagrama conmutativo;

V,a)  +%  (V,B)
{ { (23)

B
Myg(n x 1) 2% My(n x 1)

Sigue que,

En particular

([vklg, [vs]g) = (vk, vs) = ([vklg, [vs]g) = {(1) iljtiscaso

Es decir, las columnas de la matriz cambio de base [I ]g son ortogonales dos a dos. Por tanto, Si V

un K-espacio vectorial con producto interno y a = {vy,v9,...,v,} vy 8 = {wy,we, ..., w,} dos bases
ortonormales de V' entonces
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«

(15 - [wla, [v]5) =

(5) Finalmente, como (u,v) = ([u]g, [v]g) ¥y ([I]B)t = [I]3 entonces

Asf que si lamamos ([I]2)* = m entonces tenemos la identidad

(15 - [ula, [v]g) = ([ula, ((1]2)" - [v]s)

Ejemplo 8.1.1. En R? con el producto interno usual considera las bases ortonormales

c(2) = {(1,0),(0,1)} A az{%(lﬂ),%(—ll)}

entonces

(1,0), —=(1,2)  {(0,1),

- 5

[1] ?(2) =

Sl 5l

<(17 0)7 %(_27 1)> <(07 1)7

Y, usando la notacion anterior tenemos que

8.2. Operador Adjunto.

Teorema 8.2.1. (Teorema de Representacion de Riesz) Si consideremos un K-espacio vectorial V con pro-
ducto interno, o = {v1,va,...,v,} una base ortonormal de V y L € Lg(V,K) entonces existe v € V tal que
L(w) = (w,v) (Yw,w e V).

En efecto

(1) Como o = {v1,v2,...,v,} es una base ortonormal de V entonces cada w € V, se escribe de forma

unica como
n

w = Z(w,viﬁ)i

1=1

(2) Luego, aplicando la forma lineal L a cada w € V tenemos que
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n
(3) Asi que, si definimos v = ZL(UZ') v; entonces usando la identidad de encima, sigue que

L(v1)
w) = (o) e o o) [ T =)

(4) Finalmente, supongamos que v no es inico, es decir, existe v' € V tal que L(w) = (w,v") (Vw,w € V)
entonces usando la técnica usual cuando hay producto interno obtenemos que,

<U - ’Ul7 U= UI> = <U7 U> - <U7 UI> - <U,7 U> + <U,7 UI>
L(v) — L(v) — L(v") + L(v")
= 0

Por tanto, v ="', y v es 1inico con esta propiedad.

Corolario 8.2.2. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, a = {v1,va,...,0,} una base
ortonormal de V y T € Lk (V) entonces existe un tunico operador T* de V tal que satisface la ecuacion
vectorial.

(T'(w),u) = (w, T"(u)) (24)
En efecto

Como queremos aplicar el teorema de representacion de Riesz (8.2.1) entonces debemos construir una forma
lineal, y para ello procedemos como sigue. Para cada u € V, definimos

oy ¥V — K
w o pu(w) = (T(w), u)
entonces
(1) ¢u € Lg(V,K), (Vu;u € V), pues,

* pu(wr +wz) = (T(wi +wa),u) = (T(w1) + T(w2),u) = (T(w1),u) + (T (w2), u) = puwi) + p(w2)
o pu(dw) = (T(Mw), u) = AT (w), u) = MT'(w), u) = Apu(w)
(2) Como ¢, € Lg(V,K) entonces por una aplicacion directa del teorema de representacion de Riesz existe
“para cada u € V un dnico v € V tal que o, (w) = (w,v)”. es decir tenemos por una parte,
(T(w),u) = (w,v)

(3) Por otra parte, de la lectura “para cada u € V un dnico v € V tal que @, (w) = (w,v)”, sigue que
tenemos bien definida una funcién T* : V—V tal que T*(u) =v. Es decir

T*(u) = v <= pu(w) = (T(w),u) = (w,v) = (w,T"(u))
Asi que,
(T(w),u) = (w,T"(u))

(4) En particular, para el operador T

n

T(vi) = Z(T(vi)wﬁw (1<i<n) = [T]g = (T(v:),v;))" € Mx(n)

Y para T* tenemos que,



- & AL AR AT RssiAsS AN A AR SRR e A

Asi que
*]Q To t
e = (I7)
(5) Finalmente, si 5 otra base ortonormal de V entonces

5 = ]

Definicién 8.2.3. Sea V un K-espacio vectorial con producto interno y T € Lg(V') entonces llamaremos
operador adjunto de T al unico operador T* de V' que satisface la ecuacion (T (w),u) = (w, T*(u))

Ejemplo 8.2.4. Sea T € L¢(C?) tal que T(1,0) = (1 +1i,2) y T(0,1) = (i,4) entonces
2 [ 1+1 1 a2  f 1—% 2

ey = ( 2 > vy = ( R

Ejemplo 8.2.5. Si [T]igg = (ars) € Mc(3) tal que ags = i*+° entonces T* es diagonalizable.

En efecto

(1) Como, [T]°C) = (+5) entonces

®)
o (L1 W (L1
=1 -1 1 1) y[Mhg={ & 1 -

1 7 -1 1 - -1

(2) Ahora calculamos los valores propios de T™, via el polinomio caracteristico Pr«(\).
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A+1)  —i -1
Pre(\) = det( —i  (A=1) i )
~1 i (A+1)

A+1) —i -1
= det 0 A —iX
( -1 i (A+1) )

= A+DAN+L) = A= [-A+ ]
M(A+1)
Luego, los valores propios de T* son A\=0 y A = —1

(3) Aplicando ahora el criterio del polinomio minimal tenemos que,

-1 i 1 0 i 1
) ([T*]§8§+13> = i 1 —i i 2 i | =
1 —i 1 1 —i 0

T* es diagonalizable

3)

(4) Para determinar la base que diagonaliza la matriz [T*]z(g), usemos el procedimiento,

vE ((C?’))\ — veCAT*(v) =\

= v=[@,9. e A (TG (@12 = (O 2y, Al

T - + Wy + z = A
— v=|y |AN iz + y — iz = Ay (%)

z T — Wy — z = Az

(a) En particular;

T -z + w 4+ z = 0
UG(C3)0<:>U: y | AN iz 4+ oy — iz 0

z r — 1wy — =z =0

— wve {{(1,-40),(0,4,1)})
Luego,
(Cg)o = <{(17 —1, 0)7 (07 i, 1)}>

(b) Analogamente,

x -r + 1w + z = -
’L)G(Cg)_1<:>1): y | A iz + oy — iz = —y

r — W — z = —z

— ve{1,-i)})
Luego,
(C*)_, = {G,1,-0})
Ast, la base de diagonalizacion es
a={(1,-1i,0),(0,4,1), (4,1, —10)}
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8.3. Propiedades del Operador Adjunto. Si V es un K-espacio vectorial con producto interno y 17" €
Lk (V) entonces usando el teorema de representacién (se transforma ya en una técnica), podemos verificar
las siguientes propiedades:

Propiedad 8.3.1. (T*)" =T
En efecto

e Por una parte, (T*(w),u) = (w, T**(u))

e Y por otra parte, (T*(w),u) = (u, T*(w)) = (T(u),w) = (w, T (u))

e Finalmente, si definimos @, (w) = (T™*(w),u) entonces ¢}, € Lx(V,K), asi que una nueva aplicacion del
teorema de representacion nos permite decir que, T**(u) = T'(u) para cada u € V, por tanto T** =T

Propiedad 8.3.2. (T + L) =T+ L*y(A-T)*=X-T*

En efecto

Por una parte,

pu(w) = (T + L)(w),u) = (w, (T + L)*(u))

Y por otra,

pu(w) = (T + L)(w),u) = (T(w),u) + (L(w),u) = (w, T*(u)) + (w, L* (u)) = (w, (T* + L*)(u))
Asi que (T + L)*(u) = (T* + L*)(u) y entonces (T + L)* = T* + L*
Andlogamente,

pu(w) = (AT)(w), u) = (w, (AT)*(u)) v,

pu(w) = (AT)(w), u) = MT(w),u) = Mw, T*(v)) = (w, A - T*(u)).
Asi que, (NT)*(u) = NT*(u), de donde (\NT)* = AT*

Propiedad 8.3.3. (T o L)* = (L)* o (T)*

En efecto
Por una parte, o, (w) = ((T o L)(w),u) = ((w), (T o L)*(u)), y por otra parte,

Pu(w) = ((T o L)(w),u) = (T(L(w)),u) = (L(w), T"(u)) = (w, L*(T"(u)) = (w, (L* o T)(u))
Asi que, aplicando el teorema de representacion tenemos que (T o L)* = L* o T*

Propiedad 8.3.4. Si Lx(V) = {T*|T € Lx(V)} y definimos ¢ : Lg(V) — Lx (V) tal que ¢(T') = T*
entonces ¢ es un isomorfismo de grupos con la adicion.

En efecto

e Del teorema de representacion sigue que ¢ es una biyeccion, pues para cada T € Lg(V) existe un

—

dnico T* € Lg(V), y en particular de la propiedad (8.3.1) de los operadores adjuntos, sigue que



O(T*) =T* =T, es decir ¢~ = ¢, luego ¢ es una biyeccion

e De la propiedad (8.3.2) de los operadores adjuntos, sigue que ¢ es un homomorfismo de grupos, pues
PT+L)=T+L)=T"+L"=¢(T) +¢(L)

e De la misma propiedad (8.3.2) de los operadores adjuntos, ¢p(\-T) = X-T*. Sigue que, si K = R
entonces ¢ es un isomorfismo de R espacios vectoriales.

Propiedad 8.3.5. T(W) C W = T*(W1) c W+, (YW, W < V).
En efecto

veWt = (v, T(w)) =0 (Yw;w e W) = (T*(v),w) =0 Yww € W) = T*(W+) c W+

Propiedad 8.3.6. )\ valor propio de T entonces X valor propio de T*
En efecto

Si T(v) = Av entonces por una parte, {T'(v),u) = (Av,u) = MNv,u) = (v, u), y por otra parte, (T (v),u) =
(v, T*(u)). Asi T*(u) = A u

Propiedad 8.3.7. T diagonalizable = T oT* =T*oT
En efecto

Si T es diagonalizable entonces existe una base ortonormal o de vectores propios de V' tal que

o [T]% = diag{\i, M2, ..., A} = [T*]% = diag{X1,Aa, ..., \s}
e FEn particular, ToT* =T*oT

8.4. Operador Hermitiano y Autoadjunto. Si V es un K espacio vectorial con producto interno en-
tonces ;bajo que condiciones T € Lk (V) tiene un valor propio real?. Iniciamos el estudio con la siguiente,

Definicién 8.4.1. Sea (V,(,)) tal que dimg (V) =n yT € Lg(V). T serd llamado un operador autoadjunto

o hermitiano si T = T*. Para fijar ideas, diremos que T es autoadjunto si K =R y que T es hermitiano si
K=C.

Ejemplo 8.4.2. Consideremos T € Lc(C?) tal que T(x,y) = (52 + (1 4+ 1)y, (1 — )z + 2y) entonces

2 [ D 142 _ A=>5 1+7\ _
(1) [T]c(2)_<1—z‘ 2>:>PT(A)_det<1_Z. \_2 _(A—5)(>\—2)—2_A2—7>\+8.

TEVAI-32  TEVIT
2 2

eR, y T es diagonalizable.

. t . .
«e2) [ O 141 (5 1—2\ (5 14+7\  qe@
@) [T]C(2)_<1—i 2) _<1+i 2 )= \1-i 2 ) =Tk

(3) Es decir T =Ty T es un operador hermitiano. En particular T oT* =T*o T

Asi los valores propios de T son X\ =
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Ejemplo 8.4.3. Sea T : R? — R? tal que T'(z,y) = (—y,x) entonces

(1) Es claro que T € Lg(R?)

(2) Para verificar si T es diagonalizable, determinamos sus valores propios y como

Tl = ( [P0y [TO Dlegey ) = ( Y ) entonces

PT()\):det<i\ _)1\>:)\2+1>0 (VA AER), y

Luego, T no tiene ningun valor propio real y por tanto no es diagonalizable
(3) Ahora podemos calcular directamente T*

En primer lugar, calculamos T* en la base candnica.
7%(1,0) = (T"(1,0),(1,0))(1,0) + (T7(1,0),(0,1))(0,1)
(1,0),7(1,0))(1,0) + ((1,0),7(0,1))(0,1)

{
((1,0), (0, ))(1,0) +{(1,0), (=1,0))(0, 1)
(0,-1)

7(0,1) = (1,0) + (T™(0,1),(0,1))(0,1)
) +((0,1),7(0,1))(0, 1)

) (07 1)> 17 0) + <(07 1)7 (_17 0)>(07 1)
Ahora, calculamos T* en el espacio total

T*(z,y) = T"(x(1,0)+y(0,1))
= 2T*(1,0) +yT7"(0,1)
= z(0,—-1) +y(1,0)
= (y7 _$)
Finalmente, verificamos la definicion de T*.
(T'(2,y), (u,v)) = ((—y, @), (u,v)) = ve —uy
Y’
<(‘T7 y)? T*(u7 U)> = <(1’, y)? (Uv _u)> =0T —uy
Asi que,
(T'(z,y), (u,v)) = ((z, ), T" (u,v))

En particular,

(T" o T)(2,y) = TH(T(x,y)) = T"(—y,z) = (z,y)
(ToT*)(x,y) = T(T"(x,y)) = T(y, —x) = (z,y)

FEquivalentemente,

%1¢(2) c(2) 01 0 -1 . 1 0
[T]c(2>'[T]c(2)—<—1 0>’<1 0) "\o1)¥
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c(2) «1c(2) 0 -1 01 . 1 0
[T]c(2)'[T]c(2)—<1 0>'<—1 0/ \o01

(4) Luego, T' no es un operador autoadjunto

Ejemplo 8.4.4. Sea V un K espacio vectorial y T € Lg(V) entonces

U=T+T"=U"'=T+T)=T"+T")"=T"+T=U

8.5. Propiedades de los Operadores Hermitianos y Autoadjuntos. En esta seccion daremos res-
puesta a la pregunta: ;Bajo que condiciones T' € Lk (V) tiene un valor propio real?
Supongamos entonces que V es un K espacio vectorial y que T € Lk (V) tal que T = T*

Propiedad 8.5.1. (T'(u),v) = (u,T(v))
En efecto

Una tal propiedad sigue de las propias definiciones, pues,
(T'(u),v) = (u,T"(v)) = (v, T(v))
Propiedad 8.5.2. Si A es valor propio de T entonces A € R

En efecto

El resultado sigue de la propiedad (8.3.6), y del hecho que T = T*

Propiedad 8.5.3. Sean A1 y A2 valores propios de T y Vy, y V), los correspondientes subespacios propios
entonces

S V)\l;’u € V)\z A 755\2 = (u,v> =0
En efecto

La idea es componer correctamente la siguiente informacion

eucVy <= uecVAT(u) =A\u

eveV,, <= veVAT(v)= v

o (T(u),v) = (u,T(v))
Entonces componiendo lo anterior, tenemos que

(T(u),v) = (u, T(v)) <= (Mu,v) = (u, \av) <= A1 (4, v) = Ao (u,v) <= (A — X2) (u,v) = Oy

Y, como A1 # Ao entonces (u,v) =0
Propiedad 8.5.4. T posee un valor propio

En efecto

El polinomio caracteristico Pr(X) = det (A, — [T']%) € Pc[\] y entonces posee una raiz X\ en C, y ademds
de la propiedad (8.5.2) sigue que X € R.
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Propiedad 8.5.5. Existe una base ortonormal, formada por vectores propios de T, esto es, T es diagonali-
zable

En efecto

(1) Sea A € R un wvalor propio de T, que existe por la propiedad (8.5.4) y sea v € V su correspondiente
vector propio, es decir, T'(v) = v

(2) Sillamamos uy = entonces T'(uy) = Ay y |lui|| =1, y si dimg (V) =1V posee una base ortonor-

v
||| . , ,
mal de vectores propios de T y en particular T es diagonalizable.

(3) Haremos Induccion Matemdtica sobre n = dimg(V), y para ello consideraremos la siguiente Hipdtesis
de induccion.

H: Si(U,(,)) <(V,(,)) tal que dimg(U) < n—1 entonces U posee una base ortonormal de vectores
propios de T

FEtapas bdsicas:
(a) Si W = ({u1}) entonces V=W @ W
(b) De la propiedad (8.3.5), tenemos que T(W) C W = T*(W+) ¢ Wt

(c) Como T = T* entonces T(W+) C Wt y esto permite definir la transformacion lineal restriccion
de T R
T="Tlyr :Wt— Wt
v — T(v)=T(v)
(d) Como dimyg (W) =n —1 < n entonces la hipdtesis de Induccién H aplica, y W posee una base

ortonormal de vectores propios de f, digamos 8 = {us,us, ..., u,} y finalmente de V.="W @ W+,
sigue que o = {uy, uz,...,uy} es una base ortonormal de vectores propios de T.

8.6. Operador Unitario.

Definicién 8.6.1. Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V) =n, n € Ny T € Lg(V). T es un
operador Unitario si y solo si

<T(u)7 T(U)> = <u7 U>

Ejemplo 8.6.2. Del ejemplo 8.4.3 sabemos que si T € Lg(R?) tal que T(z,y) = (—y, ) entonces podemos
verificar directamente que

(1) (T(x1,y1),T(x2,y2)) = ((—y1,21), (—y2,22)) = yiye + 122 = ((z1,%1), (¥2,Y2)), es decir T es un ope-
rador unitario

(2) T*(z,y) = (y,—x) es el operador adjunto de T y (T* o T)(xz,y) = (x,y) y (T o T*)(x,y) = (x,y), es
decir T=1 =T*
B) 1T yI? = (T(2,y), T(z,9)) = (v, 2), (—y,2)) = 2> +y* = [[(z,9)|?

Lema 8.6.3. Sea V un K espacio vectorial tal que dimg (V) =n, n e Ny T € Lg(V). Si T es un operador
Unitario entonces T es un isomorfismo, y T~ = T*
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En efecto

Aplicando el teorema de representacion de Riesz 8.2.1, la definicion de operador unitario, y el teorema de
la dimension tenemos

e FEn primer lugar,

(T(u),T(v)) = (u,0) ) -
(T(uw),T(v)) = (u,T*(T(v))) }:>T (T(v)) =wv

e FEs decir, T es inyectiva y por el teorema de la dimension es sobreyectiva. Andlogamente T es so-
breyectiva y por el teorema de la dimension inyectiva. Asi que T es un isomorfismo, y T—+ = T*

Lema 8.6.4. Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V) =n, n e Ny T € Lg(V). Si T es un isomor-
fismo y T~! = T* entonces T es un operador unitario

En efecto

Para cada u € V y v € V tenemos que (T(u), T(v)) = (u, T*(T'(v))) = (u, T~HT(v))) = (u,v). Luego T es
un operador unitario

Lema 8.6.5. Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V)=n,n e N y T € Lg(V). T operador unitario
sty solo si ||T(u)|| = [[u]

En efecto

Si T es unitario entonces para cada u € V yv € V tenemos que (T'(u),T'(v)) = (u,v). En particular, para
cada uw € V (T'(u), T(u)) = (u,u), asi que

1T (w)||? = (T(w), T () = (u,u) = [ul?
Reciprocamente,

En primer lugar observamos que T es inyectiva, y por ende como consecuencia del teorema de la dimension
un isomorfismo pues, si suponemos que u € ker(T) entonces u € VAT (u) = Oy, y

0= T = |lul?* = (u,u) = u =0y

En sequndo lugar,

1T = ul* = (T (u), T(u)) = {u,u) = T*(T(u) =u=T"' =T*

Lema 8.7. Sea V un K espacio vectorial tal que dimg (V) =n, n € N y T € Lg(V). Si T es un operador
unitario y A € K es un valor propio de T entonces |A| =1

En efecto

Si A € K es un valor propio de T entonces T (v) = Av. Asi que

TOTON = )} ) — (o 3T —
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9. Ejercicios Propuestos

(1) Sip € Lg(R3,R) tal que ¢(z,y,2) = 2z + 3y — 2. Usando el teorema 8.2.1, (teorema de representacion
de Riesz), y el producto interno usual de R3. Determine u € R? tal que ¢(z,y,2) = {(z,y,2),u)

(2) Sig € Le(C3,C) tal que p(x,y, 2) = x—i(42—6y). Usando el teorema 8.2.1, (teorema de representacion
de Riesz), y el producto interno usual de C3. Determine u € C3 tal que ¢(z,y,2) = {(z,y,2),u)

(3) Si ¢ € Lr(Re[x],R) tal que ¢(p(x)) = p(0) — 2p’(0). Usando el teorema 8.2.1, (teorema de repre-
1

sentacién de Riesz), y el producto interno de Rgz], definido por (p(z),q(x)) = / p(z) - q(x) dx.
0

Determine ¢(z) € Ro[z] tal que ¢(p(z)) = (p(2), q(z))

(4) Sip € Lr(Ry[z],R) tal que p(p(x)) = p(0)—2p'(0). Usando el teorema 8.2.1, (teorema de representacién
de Riesz), y el producto interno de Ra[z], definido por (p(z), ¢(x)) = p(0)-q(0) +p(1)-q(1)+p(2) - q(2),
donde p(r) = ag+az+azr? y q(x) = bg+by+box?. Determine q(z) € Ro[z] tal que p(p(x)) = (p(z), ¢(x))

(5) Si T : Ro[z] — Ro[z] tz;l que T(ag + a1x + asx?) = ay — asx + agr? entonces respecto del producto
iterno (p(o).a(w)) = [ p(o) - ala) do
e Determine 7™
e Muestre que (ker(T))* = Img(T™)
e Muestre que 7* es un isomorfismo y que (7*)~! = (T~1)*

(6) Si T : Ry[x] — Ralx] tal que T(ag + a1x + a22?) = a1 + 2asz entonces respecto del producto interno
(p(x), q(x)) = p(0) - q(0) + p(1) - q(1) +p(2) - ¢(2), donde p(z) = ao + a; + azz® y q(x) = bo + by + ba”

e Determine 7™
e Muestre que (ker(T))* = Img(T™)
(7) Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V)=n,n e Ny T € Lg(V)
e Demuestre que (ker(7))* = Img(T*)
e Concluya que: Si T es un isomorfismo entonces T* es un isomorfismo y (7%)~! = (T~1)*

(8) Sea V un C espacio vectorial tal que dimg(V) =n,n e Ny T € Le(V). Si T oT* = T* o T entonces
demuestre que ker(T') = ker(T*) e Img(T') = Img(T™)

(9) Sea V un C espacio vectorial tal que dime(V) =n,n € Ny T € L¢(V). Demuestre que si
e T autoadjunto entonces ||T(u) & iu|? = || T'(u)||? + ||ul/?
e T autoadjunto entonces (T'(u),u) € R (Vu;u € V)
o (I'(u),u) =0 (Vu;u € V) entonces T' =0

o (T(u),u) € R (Yu;u € V) entonces T' = T*
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