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CAPITULO 3

Producto Interno

El trabajo solidario es lo tinico que hace
humano al ser humano

1. Preliminares

Consideremos un K espacio vectorial de dimensiéon n y a = {vy,v2,...,v,} una base de V entonces au-
tomaéaticamente pensamos en el meollo del Algebra Lineal, es decir que, para cada v € V existen tnicos
escalares que representan al vector v, en forma tedrica o préactica respecto de esa base. En simbolos

ai
vo= Zaivi = [v], =
i=1
Qn

Ma3és atn,

Ha :Vo— MR(nxl)
v [V]a

Es una biyeccion de espacios vectoriales, y ademdas podemos observar los siguientes puntos centrales:

(1) Dada la base y el vector v, la determinacion de los escalares a;, para (i = 1,2,...,n) se realiza a través
de un sistema de ecuaciones.

(2) Lamentablemente la resolucién del sistema de ecuaciones implica que la bisqueda es secuencial, esto
es, para conocer a;, por ejemplo debo conocer a;_1. Y qué tiene de malo una bisqueda secuencial?.
Una respuesta es depende de jquién? y jqué se ejecuta?.

Por ejemplo

(i) De grano en grano un zorzal se comié una vina, en este caso para el zorzal no hay problema,
probablemente se encuentre ” feliz ”.

(ii) Suponga que desea pedir un préstamo en el Banco U, en esta empresa usted es lo siguiente para
su Ejecutivo de Cuentas:

" fulano de tal 7
5204401-4
casado

empleado
Usted =

pocos miles
morro 2
latino

,,Cual cree Ud. qué es la casilla favorita del ejecutivo?.

3
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Acerté en pleno, imagina que el tuviese que leer todas las casillas (posiciones) anteriores a los pocos
miles para pensar en su préstamo, si asi fuese, lo méas probable es que se quedard sin comprar su
netbook favorito.

(iii) ;Cdémo cree que el ejecutivo accedié a la casilla correcta.?

Probablemente el procedié de la siguiente forma:

e Generd una matriz adecuada, con ceros en la posicién que no le interesa, es decir construyé

[en}

FEjecutivo =

[en}

e Procedié a multiplicar por cero, como antafno, para eliminar lo indeseable, es decir

" fulano de tal 7
5204401-4
casado

empleado >

OO OO

(Ejecutivo,Usted) = < s

pocos miles
morro 2
0 | latino

o = -

[ fulano de tal ]
5204401-4
casado
empleado

OO OO

pocos miles
morro 2
0 | latino

= pocos miles

e Conclusién: No califica

(3) No obstante el resultado de la gestién, hemos obtenido la siguiente moraleja o ensefianza, la cual mod-
elaremos técnicamente como sigue.

Como a = {v1,v2,...,v,} es una base de V entonces dados los vectores u y v de V existen tnicos
escalares tales que:
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o]
n
a2
v = Z av; = [v], =] .
i=1 :
L a/n -
y
by T
n by
U= Z biv; = [u], = :
i=1 :
- bn -
entonces definimos, siguiendo al ejecutivo
by a b ' @ ' [ @
b as b as by a2 &
(u,v)a = < S I > I : | : - Zbiai
: : : : : : P
by, an by, an b, an

(4) Tenemos por ejemplo:

(a) SiV =R?y a=c(2)={(1,0),(0,1)} entonces (%, Yle2) = ( z > Luego,

((@1,91), (22,92)) = (=1 w1) ( f/; ) = T172 + Y192
r+y
(b) SiV =R?y a=/{(1,1),(1,-1)} entonces [(z,9)]a = | 2 y | Pues;
2
r+y xr—y

(‘Tay) = a1(17 1) + a2(17_1) — a1 = T Nag =

Asi que,

2 2
1 — U1 €2 — Y2
2 2

((r1,91), (z2,92)) =

122 + Y1Y2)

( i+ \t /s z2t+ye
1
5(

(5) Antes de concluir esta motivacién, observamos que a causa de las propiedades del producto de matrices,
el producto debe tener las siguientes propiedades:

(a) (u,u) >0

En efecto

() = ([ula [ula) = [ulf, - [ul, = Zuﬁ = Juil* >0

i=1
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(b) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)

En efecto
(w+v,w) = ([u+vla, [wa) = u+],-[w], = Z(u, + v;)w;
i=1
= Z(u,w, + Ui’lf)i) = Z U; W; + Z VW; = <u, w> + <U, w>
i=1 i=1 i=1

(¢) De la misma forma que encima verificamos que (u,v 4+ w) = (u,v) + (u, w)

En efecto

N-u,w) = [Nl [w], = At - [w], = ZA ;= )\Zuiu’;i = Mu, w)

(e) Andlogamente verificamos que (u, \w) = \(u, w)

(f) <u7w> = <w7u>

En efecto

(ww) = [ulbfwl, = [} [w], = Y wiwy = > wia = {w,a)
=1 =1

Todo lo anterior nos motiva a hacer la siguiente definicién.

Definicion 1.1. Sea V un K - espacio vectorial. V' se dice un espacio con ”Producto Interno” ¢ un espacio
” Prehilbertiano” si y sdlo si existe una funcion.

(,) + VxV—K
(u,v) — (u,v)

tal que satisface las condiciones:
(1) (0,0) >0 (Yw,0EV)A(1,0) =0 v=0
(2) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
(3) (uyv + w) = (u,v) + (u, w)
(4) (s, v) = Au, v)

(5) {u, \v) = Mu,v)
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Ejemplo 1.1.1. En K" definimos:
n
<($17$27"'7$n)7(y17y27"'7yn)> = Z‘rjgj (1)
j=1

El producto definido en (1) se llama producto interno canonico de K", debe observarse que si K = R entonces
(1) se transforma en:

<(‘T17w27"'7wn)7(y17y27"'7yn)> = ijy] (2)
j=1

Ejemplo 1.1.2. En Mg(n) define
(A,B) = tr(B"-A) (3)

El producto definido en (3) se llama producto interno canénico de Mg (n)

Ejemplo 1.1.3. En C([a,b]) ={f : [a,b] —> R | f continua} define

b
Uﬂ%i/fwﬂﬂﬁ ()

El producto definido en (4) se llama producto interno candénico de C([a,b])

Ejemplo 1.1.4. En el espacio vectorial Ro[z] define para cada p(x) € Ra[x] y ¢(x) € Ra[z] el producto
(p(x), q(2)) = p(0) - ¢(0) + p(1) - ¢(1) + p(2) - 4(2) (5)

entonces el producto definido en (26) es un producto interno

2. Bases Ortogonales y Ortonormales
Aunque nuestro astuto ejecutivo, encontré la forma de determinar la coordenada que a él le interesaba, no

obstante hay todavia un pequeiio problema.

Para determinar una coordenada hay que ser capaz de tener las coordenadas del vector, es
decir primero debe tener un cliente, y mas ain debe conocerlo perfectamente !!!

Esto quiere decir que el concepto de base sigue siendo imprescindible, y lo que pretendemos ahora es sélo
perfeccionarlo.

Si V un K - espacio vectorial y a = {v1,v2,...,v,}, una K - base de V' entonces para cada v € V existen
Unicos escalares aq,as,...,a, en K tales que

vo= > a (6)
j=1

Equivalentemente

ai

e = | 7 | eMriix) (7)

Qn
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Asi, lo expresado en (6) 6 (7) es simplemente el ” Objetivo fundamental ” del algebra Lineal, es decir
”Para conocer completamente un vector de V basta conocer sus 7 Coordenadas respecto del Sistema de
Informacién a.”

Entonces parece natural que debamos analizar el efecto del producto interno (si es que lo hay) en el proceso
de busqueda de coordenadas. Es inmediato de observar que la ventaja del producto es que, permite imple-

mentar la preconcebida maxima ” multiplicate por cero ” la cual sin duda para bien 6 para mal reduce en
cualquier caso el problema.

Andlisis 2.1. Sea o = {v1,v2} una R - base de R? tal que (vi,v2) = 0 entonces como o es base, para v € R?
existen unicos a1,as en K tales que

V= ai1v1 + asv2 (8)

Como (v1,v9) = 0 entonces podemos multiplicar (8) por vy para obtener;

(v,v1) = ({a1v1 + aguz,v1) = a1(v1,v1) + az(vz,v1) = a1{vy,v1)
. _ <U7U1>
De donde sigue que, a1 = < X observe que (vy,v1) > 0, pues es un vector no nulo.
V1,01
z - _ <U7U2>
De una forma absolutamente andloga a la anterior obtenemos que as = ﬁ
V2, U2

Asi que, si o = {v1,v2} una K - base de R? tal que(vy,vs) = 0 entonces

v =

(v,v1) (v,v9)
(r,01) " " (vg, v2)

Analisis 2.1.1. Intentamos generalizar el andlisis anterior. Supongamos que en un VYV espacio vectorial
con producto interno (,) existe una base o = {v1,va,...,v,} tal que (v;,vj) = 0 si i # j entonces como
consecuencia del hecho que o es base sigue que,

n
uEV:>u:Zaiv,-
i=1

Ahora, como consecuencia de que (vi,v;) =0 sii # j sigue que

n n n
u= Zaivi = (u,vj) = Zaivi,v]— = Zai<vi,vj>
i=1 i=1 i=1
= (u,v5) = aj(vj,vj)
(w,v5)
5

e . =
Y Togy)

=1,2,...n)

Esto es extraordinario, pues en esta condiciones tenemos ”casi el mdximo de eficiencia,” ya que,



- & AL AR AT RssiAsS AN A AR SRR e A -~

(u,v1)

(v1,v1)

n ] <u7v2>

u= Z {u, vi) v = [ula=| (v2,02)
i1 (vis vi) :

(u,vp)

(Vn, Un)

Motivados por lo anterior, hacemos la definicién formal de este objeto.

Definicién 2.2. Sea V' un K-espacio con producto interno (,) y considera a = {vy,va,...,v,} CV entonces
a serd llamada una ”Base Ortogonal” si

(1) o es una base de V

(2) Sij# k entonces (vj,v,) =0

(3) La coordenada respecto de la base ortogonal o a; =

u z . 7 . . .
< > se llamard el ”i—ésimo coeficiente de Fourier
Ui, Vg

del vector u.”

Ejemplo 2.2.1. ¢(n) la base candnica de K™ con el producto interno candnico (,) es una base ortogonal, pues

Cf1:oi=j
<e"’ej>_{0: y

Ejemplo 2.2.2. Sea V = ({1,sen z, cos z,sen 2x, cos 2z, . .. ,sennx,cosnz}) y define en V el producto in-
terno:
s
(f9)= [ [f(t)g(t)at (9)
—T
entonces o = {1,sen x, cos x,sen 2x, cos 2z, . .. ,sennx,cosnx} es una base ortogonal de V', respecto de (9)
En efecto

(sen kt,cos st) = / senktcosstdt k # s

™

(75

Usando técnicas de transformacion de dngulos andloga a la desarrollada encima obtenemos.

/ sen(k + s)t + sen(k — s)t] dt
1
2

1
cos(k + s)t|T —l—k_scos(k—s)t]Lr)

(senkt,senst) =0 A (coskt,cosst) =0 (para k # s)
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Observaciéon 2.2.3. Observamos que la fortaleza de las bases ortogonales, a la hora de determinar las
coordenadas de un vector, radica en el hecho que los productos entre elementos distintos es cero entonces
cobra relevancia preguntar.

(1) ;Qué significa geométricamente el hecho (v;,vx) = 0%, para i # k. Para responder a esto, consideremos

la figura 1, y a partir de ese modelo, usemos el producto interno usual en R2,

vy = (3027112)

U1 = ($1,y1)

01

Figura 1

Entonces sucede que

122+ Y1y2 =0

l[(v1) cos B1l(va) cos O + l(v1) senb1l(ve) sen by =0
[(v1)l(v2) cos(f2 — 61) =0

[(v1)l(vg)cos =0

0=

<1)1, ’U2> = 0

rereee

T
2

Asi que la conclusion es que en el plano R? la condicion (vy,vs) = 0, significa que las rectas generadas
por los vectores v1 Yy vy son perpendiculares.

Las bases ortonormales (ortogonales), se muestran como insuperables en su trabajo, es decir en la
mision de determinar las coordenadas (coeficientes de Fourier) de los elementos del espacio vectorial,
salvo por un detalle, jexisten en abundancia?, y si lo son zson fdciles de ubicar?.

Para responder las preguntas planteadas encima, el andlisis anterior nos permite imaginar un modelo

genérico para el caso en que una base de V no cumpla esta propiedad. Es decir si o = {v1,v2} es una
base de R? y (vi,v9) # 0.

O sea que podemos considerar la siguiente situacion geométrica.

Si (v1,v2) # 0 entonces de acuerdo a la figura 1, sabemos que vy no es perpendicular a vy, asi que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que los vectores son como en las Figuras de (10).
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Etapa 1. Modelo en bruto Etapa 2. Modelo en contexto
/
v
UQ 2 ‘ .................. ‘ '1)2
=
L&
= (10)
Q.
RS
1 : Proyeccion W= ({or})
(0,0) ortogonal gy, 1
Figura 2 Figura 3
Entonces,
vy = vh + avy (11)
Lamentablemente, (11) es una ecuacién que liga tres datos y sélo conocemos uno !!!; pero, no todo estd
perdido, pues, observen que en virtud de las propiedades del producto interno tenemos.
v = vy +avy = (va,v1) = (Vh,v1) + (avy,vr)
= (v9,v1) = a(vy,v1)
Vo,V
— gq= < 2, 1>
(v1,v1)
Y sustituyendo en la ecuacién (11) obtenemos
V2,V
vh = vy — (2, 1>1)1 (12)

(v1,v1)
Luego, tenemos lo siguiente:

a = {v1,v3} base de V.= o = {v1,v}} es una base ortogonal de V

Lo puede ser generalizada en el siguiente.

Teorema 2.3. (Ortogonalizacion de Gram-Schmidt) Sea V' un K-espacio vectorial con producto interno
(,) y a = {v1,v2,...,0,} una base V entonces o/ = {v],vh,..., v} es una base ortogonal, donde los v,
satisfacen la siguiente ecuacion vectorial.

.y ’
Vi, U, _ ViU
%:W_JLQJL%_,“_MaQ

/ .
1 v (2<j<n)
(U§_1>U§'_1> (v1,01)

En efecto
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De (12) sigue que el resultado vale para n=2

Supongamos que v;- es construido para (2 < j <n —1) satisfaciendo (13).

Es decir, {v},vh,...,v],_1} es un conjunto ortogonal.

<’Un,’U;'_1> o <Un7'U{[>

/
7’0_ —_— .
AT (v, 01)

/
Sea v], = v, — vy entonces

(vn, V1) (vy, V)
<’l);17’l).;> = <’Un — <77]'U‘;'_1 e e — 7/7/7 }> Ui,?};

U;—17U;—1> <U17U1
n—1
{Vn, V) / /
- <’U U/->— n—i < » U->
nsy ¥y — <U;7,—’i7v;7,—i> (2

Lo que demuestra el teorema.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el subespacio W = {(x,y,2,t) € R* |z +y + 2+t = 0} entonces usando el
producto interno usual de R*, determinemos una base ortogonal para W.

FEtapa 1. Determinamos una base de W

ueW — u=(z,y,2,t) eR Az +y+24+t=0
—= u=(z,y,2,t) ERINt=—2—Yy—2
= u=(z,y,2,—x —y—2); (x,y,2) €R®
— wu=x(1,0,0,—-1) +y(0,1,0,-1) + 2(0,0,1,—-1); (z,y,2) € R?

Luego,
W = <{(17 0,0, _1)7 (07 1,0, _1)7 (07 0,1, _1)}>
Y, si notamos o = {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} entonces o es una base de W, pues son claramente

linealmente independientes.

Etapa 2. Ahora, ortogonalizamos, usando el proceso de G. Schmidt descrito en el teorema (2.3).
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v = (1,0,0,-1)

0,1,0,-1),(1,0,0,—-1
'Ué — (071707_1)_«7 (i) )7(7 (d) )>

((1,0,0,-1),(1,0,0, —1))

(1,0,0,-1)

1
2
1 1 ,
= (—=,1,0, ~3 tomaremos vy = (—1,2,0,—1)

((0,0,1,—1),(=1,2,0,—1))
((—1,2,0,-1),(~-1,2,0,—1))

Ué = (070717_1)_ (_172707_1)_

((0,0,1,-1),(1,0,0,—1))
((1,0,0,-1),(1,0,0,—1))

(1,0,0,—1)

1 1
= (0707 17 _1) - 6(_172707 _1) - 5(170707 _1)

1 1
= __7__717_1
( 33 3>
Luego,
o = {(1,0,0,-1),(-1,2,0,—1),(—1,-1,3,—1)} es una base ortogonal de W

Observacion 2.4. Sea o = {v1,v9,...,v,} una base ortogonal entonces

(1) Para cada w €V, la representacion unica en términos de la base c.

B - <u,vi>vl
‘o Z<Ui,vz‘> '

i=1

Pero, dando una nueva mirada, (interesante preguntarse jpor qué mo lo hicimos antes?), podemos
observar en primer lugar el siguiente fenomeno.

u <U,Ui> oy
— (v, v;)
n
1
= V) v
— <'UZ7’UZ> < Y 'l> K]
- v
(3
- S
Z.:1< ) T o8
St llamamos = {v],v},...,v),}, donde v, = Y entonces tenemos el siguiente "mejoramiento

técnico en la representacion de los vectores.”

Teorema 2.5. Si llamamos § = {v},v},...,v},}, donde v} = para cada i =1,2,...,n entonces

(a) (W) =0 sii#

n

(b) u=7 {u,v;)

i=1

(%
(vi,v;)

En efecto
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Para dilucidar el primer punto, hacemos lo siguiente.

= ————— (v;,v;) =0 Sii#j pues a es base ortogonal
(vi, vi) - (vi, v5)

Del punto anterior sigue que B es una base ortogonal y entonces cada u € V se escribe de forma unica
como
n
/
u = E <U,Ui> " U;
i=1

(2) Nos queda pendiente dilucidar cuanto vale (v!,v]

vy . En esta direccion si calculamos obtenemos lo sigui-
ente

(% (%

/ 1),- — — 1 Vi, Uy
{vi, vi) <<Uiavi>7 <Uiavi>> (vi, vi) - (v, v;) i)
= m (vi,v;) (Pues (vj,v;) € R)

Motivados por lo anterior, y aprovechando las propiedades del producto interno hacemos la siguiente
definicion

Definicion 2.6. Llamaremos normativa o norma inducida por el producto interno imperante en el espacio
vectorial V a la funcion

Il :V—RTU{0} tal que ||Jul| = /{u,u)

n
Z lz;|2. BEn particular para K=R yn =2 la
i=1
norma ||(z1,z2)|| = /23 + 23 corresponde al mddulo del nimero complejo asociado, o la distancia desde el
origen al punto (x1,x3).

Ejemplo 2.6.1. En K" tenemos que ||(z1,22,...,x,)| =

T2 2 = (21,22
W/
N
O
V4
x
L
: x
(0,0) x1
Figura 4

Lema 2.6.2. Para cada u € V y v € V se satisface la relacion (conocida como desigualdad de Cauchy-
Schwarz)

{w, 0) < lul] - o] (14)
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En efecto

En primer lugar escribiendo al complejo (u,v) en su forma polar tenemos que,
(u,v) = |{u,v)|(cosa+isena) = |(u,v)|e (15)
(v,u) = |{u,v)|(cosa —isena) = |(u,v)|e (16)
A seguir, para cada \ € C
A+ e, u+e®v) >0 = (Au, \u) + (\u, €v) + (v, Au) + (e v, e"*v) > 0
— M\ Jul® + e (u,v) + N v, u) + |[v]|* >0

Ahora, sustituyendo lo obtenido en (15) y (16) y considerando X € R en la desigualdad de encima obtenemos:

N Jlull® + 2X[(u, v)| + o] > 0 = 4l{u,v)]* — 4]jul*[|lv]* <0

ecuacion cuadrdtica en \ discriminante de la ecuacion
= (u,v) < |lull - [

Teorema 2.6.3. SiV es un K espacio vectorial con producto interno (,) entonces la normativa definida en
2.6 satisface las siguientes propiedades

(1) fJull >0 (Vu;ueV) ylul| =0« u=0y
(2) [Aull = [A[llull  (Vus;w € V) y (VA A € K)

(3) [lu+vll < fjuf + [lvll

En efecto
(1) Por definicion ||u|| = v/{u,u) € RTU{0}, y [[ul| =0 < /(u,u) =0 (u,u) =0 < u =0y
(2) Ihull = /(hu, M) == VAP, u) = (A (u,w) = [All|u]

(3) flu+|? = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) = ||ul|> + (u,v) + (u,v) + ||v]|>. Ademds
(u,v) + (u,v) = 2Re((u,v)) < 2|ju|l|lv|| ( Desigualdad de Cauchy Schwarz)
Asi que
e+ olf* < Jlull® + 2lullllo] + [[vl* = (lull + Joll)*

Definicién 2.7. Sea V' un K-espacio con producto interno {(,) y considera = {wi,ws,...,w,} CV en-
tonces B serd llamada una ”Base Ortonormal” si

(1) B es una base ortogonal de V
(2) ||vil| =1, es decir (vi,v;) =1 parai=1,2,...n

FEquivalentemente

1 ts1i=7
B es una base ortonormal <= (v;,vj) = Y
0 :sii#]
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Ejemplo 2.7.1. 3= {(1,1),(1,—1)} es una base ortogonal respecto del producto interno usual de R?, pues
<(17 1)7 (17 _1)> =1-1=0.

Pero como,
L) = (1), (L,1) = V3
11, -1) = ((1,-1),(1,-1)) =2

entonces no es una base ortonormal.

(1,1) (1,1)
V2T V2

Unas consecuencias fabulosas de las bases ortonormales son las siguientes:

Sin embargo, v = { } es una base ortonormal.

Teorema 2.8. SiV es un R espacio vectorial con producto interno (,) y a y B son dos bases ortonormales
entonces

En efecto

Por una parte, si « = {v1,ve,...,0,} y B = {wi,wa,...,w,} son dos bases ortonormales entonces por
definicion tenemos que

[[]g _ ([Ul]ﬁ [U2]ﬁ o [UH]B) _ ’Ul;:’w2 U27:WZ Uny‘QU2
<U17wn> <U27wn> T <Umwn>

Por otra parte, y también por definicion tenemos que

m% = ([wi]a [wola---[wn]a)
(wi,v1)  (w2,v1) -+ (wp,v1)
B (wi,v2)  (w2,v2) -+ (wp,v2)
(wi,vn) (w2,vn) <+ (Wn,vn)
(1, wi)  (vi,wa) - (V1 Wy)
B (v2,w1) (v2,wa) -+ (v2,wp)
(Un,w1)  (vp,w2) -+ (Vn,wn)
= (112
Luego,
(112" = Mg = (D)~
Teorema 2.9. Si a = {v1,v2,...,v,} es una base ortonormal de V entonces el producto interno se ”
canoniza ”, en el siguiente sentido:

(o) = [l Tuly =D (v,05)(u, )
j=1

En efecto



Seanv €V yu €V entonces

3
3

I
—_
=
Il
—_

J

= Z(v,’uﬁ(u,vﬁ

j=1

3. Proyeccién Ortogonal y Distancia a un Subespacio

Si remiramos el cuadro 10 entonces observamos que hemos resuelto uno de los tres problemas planteados en
él, en efecto sélo construimos el proceso de ortogonalizacién de Gram Schmidt, que esencialmente ” consiste
en controlar la sombra que un vector proyecta en un subespacio del espacio, es decir un vector anula a otro

si su proyeccién en el es nula.”

Etapa 2. Modelo en contexto de ortogonalizacién

R R /UQ

Etapa 3. Modelo recontextualizado para
proyeccién ortogonal

(17)
A%
Ov
: Proyeccién .
ortogonal gy, W= ({v1})
Figura 5 Figura6
Definicién 3.1. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V y o = {wy,wa,...,Ss}, una
base ortogonal de W entonces llamaremos Proyeccion ortogonal a la funcion Pw definida como sigue:
5 (v, w;)
Py :V——W tal que Py(v) = L w; (18)

2 wr]?

Ejemplo 3.1.1. Si W = {(z,y,t,2) € R* | # + y — 3z = 0} entonces usando el producto interno usual

determinemos Py



- & AL AAAAL AT RssiAsf AN A AR SRR e A

(1) En primer lugar, determinamos una base de W.

ueW <= u=(zyt,2)eR* AN z+y—32=0
— u=(z,y,t,2) ER* AN y=32z—=

— u=(z,3z —x,t,2)

= u=2(1,-1,0,0) + 2(0,3,0,1) + (0,0, 1,0)

Luego, W = ({(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)}). Asi que dimg(W) < 3, por tanto debemos verificar
que o = {(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)} es una base de W, y para ello sélo falta ver que es lineal-
mente independiente. Es decir, debemos mostrar que

a1(1,-1,0,0) + a2(0,3,0,1) 4+ a3(0,0,1,0) = (0,0,0) = a1 = as = a3 = 0 entonces

al(l,—l,0,0) + a2(0,3,0, 1) +a3(0,0, 1,0) = (0,0,0) - (a1,3a2 — al,ag,ag) = (0,0,0)
= a1 =az=a3=0

Por tanto o es una base de W.

(2) A seguir verificamos si « es un base ortogonal, respecto del producto interno usual.

((1,-1,0,0),(0,0,1,0)) = 0
((1,-1,0,0),(0,3,0,1)) = -3
((0,3,0,1),(0,0,1,0)) = 0

Luego, o no es una base ortogonal, asi que la ortogonalizamos via G-S.

v = (1,-1,0,0)
vy, = (0,0,1,0)
((0,3,0,1),(0,0,1,0))
((0,0,1,0),(0,0,1,0))

3
= (07 3707 1) + 5(17 _17 070)

33
= -, =,0,1
<2’2”>

Asi obtenemos la base ortogonal o/ = {(1,-1,0,0),(0,0,1,0),(3,3,0,2)}.

((0,3,0,1),(1,—1,0,0))
((1,-1,0,0),(1,—-1,0,0))

Ué = (073’07 1)_ (0707170)_ (17_17070)

(3) Finalmente procedemos a calcular la proyeccion ortogonal de R* sobre W. Es decir
Py : R*—— W tal que (a,b,c,d) € R* — Py(a,b,c,d) € W
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{(a,b,c,d),(0,0,1,0))

Pyw(a,bc,d) =
Ww(a, b, c,d) ((0,0,1,0),(0,0,1,0))

(1,-1,0,0) +

ia b,c,d), (1,—1,0,0)) (0,0,1,0) +

0),(1,—1,0,0))
abcd),(3302)>
3,3,0,2),(3,3,0,2))

7_

(
((
((
(3,3,0,2)
((
b 30+ 3b + 2d

a4 > ~1,0,0) + ¢(0,0,1,0) + <%>(3,3,0,2)
L 9a+0b46d b—a  9at9+6d 3a+3b+2d>

(
( 22 T2 22 Y 11
(
(

[\

11la —11b+9a—|—9b+6d 116 — 11a + 9a + 9b + 6d 3a+3b+2d>

’ 22 T
20a—2b—|—6d 200 20+ 6d  3a+3b+2d
- ’ 22 AT >
10a—b+3d 10b—a+3d 3a-+3b+2d
- ( 1 11 9 1 >

Observacion 3.2. Una técnica que nos ha dado buenos dividendos es que cada proceso que hacemos, dentro
de lo posible, lo comprobamos a fin de asegurar la calidad y eficiencia del mismo, en este caso aun no tenemos
mecanismos de control, pero procedamos a formalizarlos.

Teorema 3.3. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V y a = {wy,we,...,Ss}, una
base ortogonal de W entonces

Py(w) =w<= weW

En efecto
(1) En primer lugar, w = Py(w) = w € W. Pues, Img(W) C W

(2) En segundo lugar, w € W entonces como a = {wy,wa, ..., ws}, una base ortogonal de W sigue que
S
w, w;
50U 4, — o)
2 o]

En particular, Py es una funcién sobreyectiva.

Corolario 3.3.1. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V y a = {wy,ws,...,Ss}, una
base ortogonal de W entonces Py o Py = Pyy.
En efecto

(Pyw o Pyw)(v) = Pw(Pw(v)) = Pw(v). Pues Py(v) € W (Yv;v € V).
Por tanto, Py o Pw = Py.

Ahora tenemos mecanismos de control para nuestro trabajo, y lo podemos probar en el Ejemplo 3.1.1. La
proyeccién ortogonal que obtuvimos fue la siguiente:

10a —b+3d 10b —a+3d 3a+3b+2d
PW(CL, b,C, d) = < 11 ) 11 , G, 11 >

Si evaluamos entonces Py en elementos de W, este debe comportarse como la funcién identidad, es decir
debe devolver el mismo elemento.
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11 —11 0
1,1 = (=, —,0,— | =(1,-1 K
Pyt -10,0) = (1504 ) = (=100 V(0K
0 O 0
RVV(0707170)_ <ﬁ7ﬁ7 7ﬁ> _(0707170) ‘/( OK)
33 33 22
Pw(3,3,0,2) = <ﬁ’ﬁ’0’ﬁ> = (3,3,0,2) v ( OK)

Finalmente, Si volvemos a remirar el cuadro (10) entonces observamos que hemos resuelto dos de los tres
problemas planteados en él, en efecto, construimos el proceso de ortogonalizacién de Gram Schmidt, que
esencialmente ”consiste en controlar la sombra que un vector proyecta en un subespacio del espacio, es decir
un vector anula a otro si su proyeccién en el es nula,” y ahora el de la proyeccion del espacio en uno de
sus subespacios, pero aun falta desarrollar la idea de distancia de un vector a un subespacio,en realidad
debemos generalizar la idea de distancia entre vectores.

Para ello, reformulemos el cuadro (17)

Etapa 3. Modelo recontextualizado para Etapa 3. Modelo recontextualizado para
proyeccién ortogonal proyeccién ortogonal y distancia

‘o
7 (19)
W W LB
=
OV U)
Figura7 Figura8

Entonces usando toda la informacién tenemos las etapas:

Etapa 1. Del proceso de Gram Schmidt sigue que

v=v+Pylv) A (', Py)=0 (20)
Etapa 2. Aplicamos el concepto de norma a la ecuacién definida en (20), para iniciar la construccién natural
de una distancia.

v =v = Py(v) = ||V = v - Pu(v)|

Esto motiva hacer la siguiente definicién

Definicién 3.4. Si V es un K espacio vectorial con producto interno (,), y W <V entonces ||[v — Pyw(v)|
es la distancia del vector v al subespacio W.

Usaremos la notacion: d(v, W) = |jv — Pyw(v)]]
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Ejemplo 3.4.1. $i W = {(z,y,t,2) € R* | 2 +y — 32z = 0} entonces usando el producto interno usual
determinemos d((z,y, z,t), W). Conocemos del Ejemplo 3.1.1 Py. Asi que

|9, 2.) - Pa(a,y,2,8)| = (w,y,z,t)—<10$ ke 1f+3t,z,3~””+ff+2t>H
B <11x—10w+y—3t ly 10y +z -3t 11t—3w—3y—2t>H
11 ’ 11 g 11
_ ||ty =St yte -3t 9t—3w—3yH
T T
_ ||ty =St yte -3t —3(a;+y—3t)H
mwo oo 0 11
Luego,
c+y—3t1% [y+x-3t]" [-3x+y—3t)]°
wensn - ([ [ )
_ <[$+y—3t]2+[y+:1:—3tr+9[wr>
\ 11 11 11

2
_ 1 x+y—3t
11

Podemos como antes, en base a nuestras propiedades, comprobar nuestro resultado:

d((1,—1,0,0), W) — \/11 [%F 0

Observacion 3.5. Con las propiedades obtenidas para la proyeccion ortogonal, la distancia obtenida hereda
naturalmente las siguientes propiedades:

(1) d(v,W) >0 A dv,W)=0<+= Pw(v)=v
(2) Py(v) =v<=veW

(3) d(v,W) =0<=veW

4. Complemento Ortogonal

En esta seccién estaremos interesados en emular el genial comportamiento del plano cartesiano, es decir
queremos generalizar la idea

R? = ({(1,0)}) @ ({(0,1)})
Eje x Eje y

Definicién 4.1. Sea V' un K espacio con producto interno (,), y consideremos w € V. yv € V. u se dird
ortogonal a v si y sélo si (u,v) = 0.

Una notacion adecuada para este contexto es: u L v <= (u,v) =0
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Lema 4.1.1. Sea V un K espacio con producto interno (,), y W un subespacio de V entonces
Wt ={veV| (vw) =0Vwwe W)}
es un subespacio de V.

En efecto

En primer lugar (Oy,w) =0 (Yw;w € W). Asf que, 0, € W+

En segundo lugar, Si u € W+ A v € W entonces

ueEWr —= (u,w)=0 (Vw;weW)
veEWL —= (vw)=0 (Vw;weW)

Asi que u 4+ v € Wt

}:> (u+v,w) = (u,w) + (v, w) = 0(Vw;w € W)

Finalmente,para A € KAv € Wt : (v, w) = Mv,w) =A0=0 (Vw;w € W)

Luego, A\v € Wt y W+ es un subespacio de V.
Definicién 4.2. W serd llamado ” Complemento Ortogonal ” de W en (V,(,)).

Ejemplo 4.2.1. Sea W = {(2,9,2) € R® | x —y + 2z = 0} y consideremos el producto interno candnico en
R? entonces

weW = w=(r,y,2) ER3Az—y+2=0
w=(z,y,2) ER3Nz=—z—y
w=(r,y,—z—y) N[z e RAy € R]
w=2z(1,0,-1)+y(0,1,-1) Aflz e RAy € R]
we ({(1,0,-1), (0,1,-1)})

Luego, W = ({(1,0,—1),(0,1,—1)}). Asi que en consecuencia

1111

Wt = {v € R*| (v, (1,0, 1)) = 0 A (v,(0,1,—1)) = 0}
Y por tanto
veWt = veRAww)=0 Vw;weW)
v=(z,y,2) € R3A[((z,y,2),(1,0,—1)) =0 A
((z,9,2),(0,1,-1)) = (]
v=(z,y,2) ER3AN[t—2=0Ay—2=0]

!

<~

— v=(z,y,2) eER3ANz=y=12
— v=(zr,z,x) Nz eR

— v=z(1,1,1))AzeR

— ve {11}

Ast, W= ({(1,1,1)})
Lema 4.3. Sea V un K espacio vectorial con producto interno y o = {v1,va,..., v} C (V—{0y}) entonces
v; Lvj i# j = o es un conjunto linealmente independiente en V

En efecto
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n

Supongamos que Z a;jv; =0 para a; € K; (1 < j < n) entonces como ahora podemos multiplicar por vy, y
j=1

obtenemos:

0 = <Z ajvj,vk> = Zaj<vj,vk> (1 <k <n)=ar(vg,vx), (Pues, v; Lvj 1% j)
j=1 j=1

Finalmente, como v # 0 = (vg,vg) # 0 Asi, que a, =0 (1 < k < n). Lo que muestra que a es un
conjunto linealmente independiente en V.

Conclusién 4.4. Antes de plantear algunos ejercicios, saludables para la comprension de lo expuesto,
quisiera concluir esta seccion con algunas reflexiones segin mi parecer de importancia capital.

Reflexién 1

El modelamiento en el plano cartesiano R?, es fdcil de hacer y de entender. Pues su ”arquitectura” consiste
apenas de un par de ejes perpendiculares y todas las traslaciones son inducidas justamente de esa forma.

YO, 1) f : (z,y) = 2(1,0) +y(0,1)
(0,0) 2(1,0)
Figura9

En fin, todo el mundo entiende la expresion geométrica expuesta encima y por si fuera poco también la
teorica:

(z,y) = =2(1,0) +y(0,1) (21)
Reflexién 2

La simpleza de R? radica en la posibilidad de construir la siguiente figura.

(Eje x)*
.............. (2,y)
d(x,y)
(0,0) J;Eje .
Figura 10

Asi que quien simule esa ecuacion geométrica es un R? en potencia.
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Reflexién 3

Sea V un K espacio vectorial de dimension n. Si V posee un producto interno entonces V "emula” el com-
portamiento de K2

En efecto
El algoritmo de simulacion es el siguiente:

Sea W un subespacio de V y o = {wy,wa, ..., ws} una base ortogonal de W entonces calculamos W+, como
sigue:

e Completamos « hasta obtener una base de V, usando el teorema de completamiento de base o mejor,
agregando vectores linealmente independientes a los w; con i = 1,...,s hasta llegar a la la dimension
n de V; digamos

/8 = {U)l,'lUQ,... y Wsy Us+1, - - - 7Un}
e Usando el proceso de Gram Schmidt ortogonalizamos [ y obtenemos
L i
o/:{wl,wg,...,ws,ws+1,...,wn} (22)

De la propia construccion de o' en (22),sigue que vale la ecuacion

) = 1 2,...
<w#7wj>:082_ z‘ s+1,s+2,...,n
1=12...,s

(w, w;)

S
Ast que, para cualquier w = E
i=1

5 W; tenemos que
[|wil |

o) = (30 ) = 3 A k) — o

Tl T 2
Lue 1 1 1 - -,
g0, {wyyq, ..., Wy } C W, asi que por construccion
{wgpys - wy ) = WH
Finalmente
V=wHwt

En realidad falta mostrar que W N'W- = {0y }.
Pero eso es claro pues:

vEWNW! <= veWAveWt
— veWA@ww) =0 NwyweW)
— veWA (v,v) =0
<— v=0y

La vision geométrica de la emulacion es:
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Figura 11: V=W @ W+

5. Ejercicios Propuestos Miscelaneos de Producto Interno
n R? x R, define la funcién:
1) En R? x R?, define la funcié
f((@1,22), (y1,92)) = @1y1 +21y2 + 2291 + T2y2 (23)

Demuestre que f es un producto interno.

(2) A partir de la base candnica ¢(2) (1,0),(0,1)} de R?, determine una base ortogonal ¢(2)’, respecto

= {
del producto interno definido en (23)
(3) Sia={(1,2),(2,1)} C R? entonces

(a) Demuestre que « es una base de R2,

(b) A partir de la base «, determine una base ortogonal o/, respecto del producto interno usual.

(¢) A partir de la base «, determine una base ortogonal o/, respecto del producto interno definido en
(23)

(4) Determine una base ortogonal, respecto del producto interno usual,para el subespacio.
W= {(z,y,2) €R3 |z +y + 2 =0}
(5) Si W = {(z,y,2) € R3| 2 +y + 2z = 0} entonces usando el producto interno usual

(a) Determine W+
(b) Calcule d((1,1,1), W)
(c) Demuestre que R? = W @ W+t

(6) Si W = {(z,y,2,t) € R*| 22+ y + 2 — t = 0} entonces usando el producto interno usual
(a) Determine W+

a
(b) Calcule d((1,1,0,0), W)
(c) Demuestre que R* = W @ W+t



(7) SiW = {(z,y,t,2) €ER* |z —y =0A2t+ 2z =0} entonces usando el producto interno usual

(a) Determine W+
(b) Calcule d((2,2,3,—6), W)
(c) Demuestre que R* = W @ W+

(8) En el espacio de funciones C|—m, 7| = {f : [-7, 7] — R | f continua}. Define el producto.

(f99= [ [f(2)g9(x)dx (24)
(a) Demuestre que (24), es un producto interno en C[—m, 7]
(b) Demuestre que f(n) = {1,senz, cos x,sen 2z, cos 2z, sen 3z, cos 3z, ..., SEN NT, COSNT} €8 Un con-
junto ortogonal en C[—m,].
(¢) Si W(n) = ({1,sen x, cos x, sen 2x, cos 2z, sen 3x, cos 3z, . . . ,sennx, cosnx}) calcule:

(i) Pw(f)si f(z)=zpi<z<m

1 :sipp<ax<O

() Pw(f) st f(z) = {—1 csil0<e <
(iii) d(f, W), si f(zx) ==

(9) En Mg(2) define el producto.
(A,B) =tr(B"- A) (25)

(a) Demuestre que (25), es un producto interno en Mg(2).

(b) SiW = {A € Mg(2) | A = A’} entonces determine una base ortogonal de W, respecto del producto
definido en (25)
(c) Determine Py

(d) Si A= < i i ) entonces calcule d(A, W)
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6. Situaciones de Desempeno: Producto Interno

El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que

le permitan:

Estimular la comprension de lectura en problemas matematicos.
Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.

Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y ”en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

Lea cuidadosamente el problema.

Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.
Trate de entender en la forma maés clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta

de mas.

Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

. Situaciones de Desempeno Propuestas:

SiW={(z,y,2t) € R* |z — 2y + 2 — 2t = 0} <R* entonces

(a) Determine, una base ortogonal respecto del producto usual para el subespacio W
(b) Determine W+

Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimension n.

(a) Demuestre que (u,v) =0x (Vv,v € V) = u =0y
(b) Demuestre que (u —v,w) =0y (NVw,weV)=u=v

Considere el subespacio W = {(z,y,2,t) € R* |+ y+ 2+t = 0} entonces usando el producto interno
usual de R?, determine Pyy.

Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n, y W < V.
Demuestre que Py inyectiva = V =W

Sea W = {(v,y,2) € R} |z —y=0Az—1=0} CR? entonces usando el producto interno usual de R?

(a) Determine W+



(b) { Es R =W Wt?

(6) Considere en el espacio vectorial Mg(2) el producto interno. (A, B) = Tr(B'A), y el subespacio
W = {4 € MR(2) | A = A'}. Determine una base ortonormal de W.

(7) Si (V,{,)) es un R - espacio vectorial entonces demuestre que
1
(u,v) = [l +vl* = u— o]’

(8) SiW=1{(1,1,1,1),(1,0,0,1)} C R?* entonces usando el producto interno usual.

(a) Determine W+
(b) Es posible que R* = W @ W+, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es falsa
de un contraejemplo.
(9) En el espacio vectorial Ry[x] define para cada p(x) € Ro[z] y ¢(x) € Ro[z] el producto interno

(p(x), q(x)) = p(0) - ¢(0) + p(1) - (1) + p(2) - ¢(2) ()
(a) Sea a = {1,1 — 2,1 — 22} base de R?[z]. Determine una base ortogonal respecto del producto
interno definido en (x)
(b) Si W = {p(z) = ap + a1z + asx® € R?[x] | ag = 0}. Determine W+ respecto del producto interno
definido en (26)
(c) Es posible que Ro[z] = W @ W+, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es falsa
de un contraejemplo.

10) Sea (V un K espacio vectorial de dimensién n, vy o = {vq,...,v,} C (V —{0y}). Demuestre que
( e p Y yeo q
« conjunto ortogonal respecto de (,) = « conjunto linealmente independiente en V
(11) En Raz]| el espacio de polinomios hasta grado 2, considere el producto interno
1
G@na@) = [ b o) do (¥
(a) Determine una base ortonormal respecto del producto interno definido en (x) a partir de la base

canénica pol(2) = {1, z, 2%}
(b) Si W = ({1}) entonces determine W+~

(12) Sea V,(,) un K espacio vectorial tal que dimg (V) = n y sea o = {uq,us,...,u,} una base de V. Si
o = {u),ub,...,u),} es una base ortogonal respecto del producto interno (,) obtenida de la base a.
Demuestre que

a Base ortogonal < a=d

(13) Sea V, (,) un K espacio vectorial tal que dimg (V) =n, y W < V. Demuestre que

Wt ={0y} <= W=V
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7. Solucién de Situaciones de Desempeno: Producto Interno

(1) SiW = {(z,y,2,t) € R* | x — 2y + 2z — 2t = 0} < R* entonces

(a) Determinemos en primer lugar, una base ortogonal respecto del producto usual para el subespacio

W.
ueW <— u:(a:,y,z,t)E]R4/\x—2y+z—2t:0
— u:(a:,y,z,t)ER4/\x:2y—z+2t
— u=(2y—z+2ty,z1t)
e u=y(21,0,0) + 2(—1,0,1,0) +£(2,0,0,1)
— uc <{(2717070)7(_1707170)7(270707 1)}>
Asi que

W= {{(2,1,0,0),(-1,0,1,0),(2,0,0,1)})
Por otra parte, a« = {(2,1,0,0),(—1,0,1,0),(2,0,0,1)} es linealmente independiente, porque

a1(2, 1,0,0) + ag(—l,O, 1,0) + a3(2,0,0, 1) = 0R4 — (2&1 —as + 2a3,a1,a2,a3) = (0,070,0)
= ar=ar=a3=~0

Luego, a es linealmente independiente, y por ende, es una base de W.

Ahora ortogonalizamos « utilizando el proceso de Gram-Schmidt.

v = (2,1,0,0)
((-1,0,1,0),(2,1,0,0))

! = (=1,0.1,0) — 2.1,0,0
v2 (-1,0,1,0) ((2.1,0,0),(2,1,0,0)) (2,1,0,0)
-2
= (_1707 170) - ?(27 17070)
2
= (_1707 170) + 3(27 17070)
-1 2
= (—,2,1,0
(5 757 9 )
2,0,0,1),(32,2,1,0)) —1 2 ((2,0,0,1),(2,1,0,0))
L = (2,0,0,1 (2,0,0.1), (5,5, — 5, 1,0) - 22 2 0 (91.0,0
vo= 00D - rEE g n 0y 55 Y T (@0, @ ooy B H00

Luego, o = {v], vh,v4}, es una base ortogonal

Determine W+

Solucién
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ueWt — wu=(z,y,2,t) ER*A(u,w) =0 (Vw;w € W)
—= u=(z,y,2,t) e RYA ((z,y,2,1),(2,0,0,1)) =0A {((z,y,2,1t),(—1,0,1,0)) =0 A
(x,y,2,t),(2,1,0,0)) =0
— u=(z,y,2,t) ER*N2+t=0A z—2=0A22+y=0
— u=(rv,y,z, ) N\t=—-2xANz=xANy=—2zx
— u=(r,—2x,z,—2x)
= W= ({(1,-21,-2)}

(2) Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n.
(a) Demuestre que (u,v) =0x (Vv,v € V) = u =0y

Solucion

(b) Demuestre que (u —v,w) =0y (Nw,weV)=u=v
Soluciéon
Por el item anterior. u —v =0y = u="v

(3) Considere el subespacio W = {(z,y,2,t) € R* | z +y+ 2+t = 0} entonces usando el producto interno
usual de R?, determine Py.

Solucién
Etapa 1. Determinamos una base ortogonal de W
ueW <— u=(z,y,z1) eR*ANz+y+2+t=0
— u=(z,y,2,t) ERNt=—2—y—2

u=(
— u:(xayaza_x_y_z); (.Z',y,Z)ER3
— u= 33‘(1,0,0, _1) + y(07 1707 _1) + Z(0,0, 17 _1)a ($,y,2§) € R3

Luego,

w = ({(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1,—1)})

Si e ={(1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1, —1)} entonces « es una base de W, pues son claramente Lin-
ealmente independientes.

Ahora, ortogonalizamos, porque « no es base ortogonal.
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v, = (1,0,0,—1)

vy = (0,1,0,—1) — ((0,1,0,-1),(1,0,0,—1))

1
2
1 1 ,
= (—-=,1,0, —3 tomaremos vy = (—1, 2,

((0,0,1,-1),(-1,2,0,—1))

((1,0,0,—1),(1,0,0,-1)) (1,

0,0,—1)

07 _1)

Ué = (070717_1) -

((0,0,1,-1),(1,0,0,—1))
((1,0,0,-1),(1,0,0,—1))

(1,0,0,-1)

1 1
= (0707 17_1) - 6(_172707_1) - 5(170707_1

1 1
= __7__717_1
< 373 3)

O/ = {(17 0707 _1)7 (_17 2707 _1)7 (_

Ahora definimos la proyeccién ortogonal

)
((-1,2,0,—1),(—1,2,0, —1))

(_17 27 07 _1)_

)

1,3,—1)} es una base ortogonal de W

((z,y,2,1),(1,0,0,—1)) <( 2,t),((—1,2,0,—1)))
P t) = 1 -1 ~1.2.0.—
e N R e A (e R e e
<(‘Tuy727t)7(_17—1737_1)>
-1,-1,3,—1
<(_17_1737_1)7(_17_1737_1)>( ’ 737 )
= (JZ _ t) (1,0’0,—1) + M(_172707_1) + (32 — X — y_t) (_ 1,3’_1)
2 6 12
Podemos comprobar directamente que
( 1 27071) = (_172707 1)
Py(-1,-1,3,1) = (-1,-1,3,1)

(4) Sea V un K espacio vectorial con producto interno
Demuestre que Py inyectiva = V =W

Solucién

(,) de dimensién n, y W <V.

1) +
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Sabemos que W <V, asi que en particular W C V.

Reciprocamente, si u € V entonces Py(u) = wg € W. Por otra parte, como wy € W entonces
Py (wg) = wg. Asi que juntando la informacién obtenemos que

ueV= Py(u) =w) € W= Py(u) = Py(wy) = u=wgeW=VCW
Por tanto V=W.

(5) Sea W = {(x,y,2) ER3 | 2—y =0A2—1=0} CR3 entonces usando el producto interno usual de R?

(a) Determine W+
Solucién

Etapa 1. Determinamos el conjunto W.
weW <= w=(a,bc)cERANa—b=0Ac—1=0
— w=(a,b,c) eER3Na=bArc=1
— w=(a,a,1); a€R (%)
Asi que W = {(a,a,1) | a € R}

Etapa 2. Ahora, determinamos el subespacio W+,
ueWt — weR*A{u,w) =0 (Yw;we W)
— u=(x,y,2) €R*A{(z,y,2),(b,b 1)) =0 (Vb;bec R) (Usando (x))
— u=(z,y,2) ER®*Abz+by+2=0
— u=(z,9,2) ER*ANz=—bz — by
— u=(v,y,—bxr —by)(Vb;b € R)
Finalmente,

((x,y, —bx — by), (a,a,1)) =0 (Va;a €R) <— ar+ay—bxr—>by=0
<~ (a—b)(xz+y)=0
< (z+y)=0
= y=-x

Por tanto
weWt «— w==2(1,-1,0) zeR
Ast que Wt = ({(1,-1,0})
(b) ¢ Es R3 =W Wt?
Solucién
No es posible, pues W no es un subespacio.

(6) Considere en el espacio vectorial Mg(2) el producto interno. (A, B) = Tr(B'A), y el subespacio
W = {4 € MR(2) | A = A'}. Determine una base ortonormal de W.



Solucion

- & RIS

Etapa 1. Determinamos una base de W

. o 10
A81queW—<{<O 0

AeW «— AecMR(2)
(!
(!
Y
o an(y
- (5
<:>A:a<é
)-(70)-(d
"\1 0 /°\ 0

Ahora, si llamamos o = { (

En efecto

) oo

00
01

) =

- S RARALS AT

O =
~_

AL

~— N~ N~~~ &

00
00

N

>

>

>

) —

S~

o@og:'i

Il
o

aastA s SRR

Qo o o

N— "

(

a
b

N
o
Q o

7N
S Q

At

b
d

Qo

N———

)=

N———

0
0

0
O>:>a—b—d—0

Asi que a, genera y es un conjunto linealmente independiente por tanto es una base.

Etapa 2. Verificamos si a es 0 no una base ortogonal

10
00

(

O =
o O

(

)(33))

o O
= O

) (5 1))
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(o) Gov)) = (G

Luego, a es una base ortogonal

Etapa 3. Verificamos si « es una base ortonormal

Coo) (o)) =
(

Como,

I3 -G 0)-Gay =6 )]

Como,

I D=8 =1G Dl

Andlogamente,

Como,

I3 1= )= 1)

Finalmente, una base ortonormal es:
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(7) Si(V,(,)) es un R - espacio vectorial entonces demuestre que

1
(wv) = [l + of* = [lu = o[’

Solucion

1 1
gl ol = llu=ol") = Zlu+v,u+v) = {u—v,u-v)
= i[<u7u> + (u,v> + <U7u> + <U7U> - (<u7u> - (u,v> - <U7u> + <U7U>)]
1
%)
= <U,U>

(8) SiW={(1,1,1,1),(1,0,0,1)} C R* entonces usando el producto interno usual.
(a) Determine W+

Solucién

weWt — wuweR'A[(u,(1,1,1,1)) =0A (u,(1,0,0,1)) = 0]
((z,y,2,t),(1,1,1,1)) =0 A {(z,y,2,t),(1,0,0,1)) = 0]

— u=(z,y,21t) ERAJ
= u=(z,y,5t) ER*AN[z+y+z+t=0Az+t=0]
—= u=(z,y,2,t) ERIA[z = —y At =—21]
—= u=(z,y,—y,—z) A (z,y) € R?
— u=x(1,0,0,—1) +y(0,1,-1,0) A (z,y) € R?
— we ({(1,0,0,-1),(0,1,~1,0)})
Luego,

W+ = ({(1,0,0,-1),(0,1,—-1,0)})

Como siempre, es necesario aplicar el proceso de control, que aqui significa comprobar nuestro

resultado:
((1,1,1,1),(1,0,0,—1)) = 0
((1,1,1,1),(0,1,-1,0)) = 0
((1,0,0,1),(1,0,0,—1)) = 0
((1,0,0,1),(0,1,—1,0)) = 0



- & AL AAAAL AT RssiAsf AN A AR SRR e A

(b) Es posible que R* = W @ W+, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacion, si es falsa
de un contraejemplo.

Soluciéon
No es posible pues W no es un subespacio, ya que es finito y no nulo.

(9) En el espacio vectorial Ro[z] define para cada p(z) € Ra[z] y ¢(z) € Ra[x] el producto interno

(p(z),q(x)) = p(0) - ¢(0) + p(1) - ¢(1) + p(2) - ¢(2) (*)

(a) Sea a = {1,1 — 2,1 — 22} base de R?[z]. Determine una base ortogonal respecto del producto
interno definido en (26)

Solucién
En primer lugar verificamos la ortogonalidad de o = {1,1 — z,1 — 2?}.

Ll-z) = 1-1-0)+1-1-1)4+1-1-2)=140-1=0
1,1—2%) = 1-1-0H+1-1-1>)+1-1-2)=140-3=—2
l-z,1-2%) = 1-0-1-0H+0-1)-01-1))+(1-2)-(1-2%) =4

Como « no es una base ortogonal entonces aplicamos Gram Schmidt para obtener o/ una base
ortogonal de Ro[x].
Sea entonces

v = 1
vh = 1—x
;o (1—a%),(1-2) ((1—2%),1)
S i (N (s M A (R R
= (1—a%— 1 41—@—“11-1
(1=2),(1—x)) (1,1)
R BN N
2
= 1—x2—2+2x+§
= —1+2x—x2

3

Asi que una base o ortogonal es

/ 1 2
a = 1,1—x,—§+2x—x
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Para concluir, debemos aplicar el mecanismo de control

(1,1—-2) = 0
1 1 1 1
<1,—§+2x—x2> = 1.<—§+0—02>+1-<—§+2—12>+1.<—§+4—22>

1 1 1

= —_—_4+1-=-_=

377373
=0

(1—x) —1+2x—:172 = 1- 2 —I—O—I-1

i 3 3
=0

(b) Si W = {p(z) = ap + a1z + asx® € R?[x] | ag = 0}. Determine W+ respecto del producto interno
definido en (26)

Solucion
p(x) €W <= p(x)=ag+ar+ar? € Ryfz] Aag =0
— p(z) = a7 + ag2? A (a1, az) € R?
Luego,
W = (z,2%)
Ahora,
g(x) € W+ q(z) € Rofz] A [(q(x),2) = 0 A {g(x),2?) = 0]
_ 2 q(0)-0+¢q(1) - 1+¢(2)-2 = 0
q(z) = by + brz + baz” € Ry[z] A g(0)- 024 g(1)- 12 4¢(2)-22 = 0
2 q(1) +2¢(2) = 0
q(z) = by + biz + baz” € Rafz] A o) +4¢(2) = 0
b()—i-blx-l-ng € Rsylx /\2q(2) 0

(z) = [z]

(z) = by + bz + boz® € Rofz] A q(2) = ¢(1) =0
q(m) b0+blaz+b2x ERQ[%]/\b0+bl+bg—0/\bo+251+4b2—0
(z) = b + byz + by’ € Ro[x] A by = 2by A by = —3by

(x) = 20y — 3byx + box® Aby € R

A

Luego,
Wt = ({2-3z+22%})
Debemos comprobar:
2-3z+2%z) = 0+(2-3+1)-1+(2-6+4)-2=0
2-3z+2%2%) = 0+(2-3+1)-12+(2-6+4)-4=0

(c) Es posible que Ro[z] = W @ W+, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es falsa
de un contraejemplo.
Solucién

como o = {z, 2% 2 — 3z + 2%} es una base de Ry[x] entonces cualquier polinomio h(z) € Ra[z] se escribe
Unicamente como
h(z) = aox+ a1z +az(2 — 3z + 2?)

=% cW-L
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(10) Sea V un K e. v. de dimensién n con producto interno (,), y sea a = {vy,v2,...,v,} C (V= {0v}).
Demuestre que

« conjunto ortogonal respecto de (,) = « conjunto linealmente independiente en V
Solucién: Por demostrar que
Zajvj:0:>aj:0 (1<j<n)
j=1

En efecto

n

Supongamos que Zajvj =0 a; € K;(1 <j < n) entonces como ahora podemos multiplicar, lo
j=1

hacemos e.e.

0 = O awj,u) 1<k<n)
j=1

= Zaj@j,vk) (1<k<n)
j=1

= ap(vk,vg) (recordar que v; L v; i # j)

Finalmente,

v, # 0 = (v, v) # 0

Asi, que apy =0 (1 <k <n). Lo que muestra que « es un conjunto linealmente independiente en V.

(11) En Ry[z] el espacio de polinomios hasta grado 2, considere el producto interno

1
(@) q()) = / p(a) - q(z) de ()

-1

(a) Determine una base ortonormal respecto del producto interno definido en (x) a partir de la base
canénica pol(2) = {1, z, 2%}

Solucién
En primer lugar, verificamos la ortogonalidad de pol(2) respecto del producto definido en (x)

1 2
(L) = /:cd:cz%ﬁ_l:

-1

1 3
2
1 2 = 2d :_x ! = 5

1 A
(z,z?) = /1$3d$zz|1_1=0

Luego, pol(2) no es una base ortogonal, asi que aplicamos G-S. Sea
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Luego,

pol(2) = {1,x,x2—%}

Es una base ortogonal de Ry[x] pues,

1 2
(Lx) = / :Ed:l?:$—|1_1:
1 2

1 L 1 [t 2 2
La?—2) = 2d ——/ dr = — = =
<,m 3> /_133 T 3_1x 373 0

1

/\
\.&
8
[\
|
ol =
\/
[l
—
8
w
QL
IS
|
[
8
QL
IS
[l

Finalmente, basta dividir por la norma para , obtener una base ortonormal de Ro[x]

(b) Si W = ({1}) entonces determine W+~

Solucion
p(r) e WH = p(x) € Ryfz] A (p(x),1) =0
— p(z) = ag+ a1z + asx® A {ag + a1z + agz®, 1) = 0
1
— p(z) =ag+ a1z + azx® A / (ap + a1z + agz?) dz =0
~1
1 1 1
— p(x) = ap + a1 + asz® A <a0/ da:—l—al/ a:dx:0+a2/ z? dm) =0
~1 ~1 ~1
2 2
<~ p(x) =ap+ a1z + agz” A 2a0+§a2 =0
— p(x) =ap+ a1z + asz® A as = —3ag
— p(x) = ag + a1z — 3apx® A (ag,a;) € R?
— p(z) =ap(l —32%) + arz
Luego,
Wt = ({1 -32%),2})
(12) Sea V,(,) un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n y sea a = {uy,ug,...,uy} una base de V. Si
o = {u],ul,...,u),} es una base ortogonal respecto del producto interno (,) obtenida de la base «.

Demuestre que

a Base ortogonal <= a=d
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Solucion
Si a es una base ortogonal entonces sabemos que:

a Base ortogonal <= (v;,vj) =0sii # jA(1<i<n)(1<j<n)

Ademés si v] = v; entonces

vh = vg—évz’zgvi:vg—o-vizvg
b
vy = ’Ug—M’U —<U37U1>'I}1:1)3—0"02—0"01:’03
(v2, v2) (v1,v1)
’U, - v — <Unyvn—1> Vg — - — <Un7'01>v1 — v
" " <Un_1,'Un_1> " <U17U1> "

Asi que o = o/

Reciprocamente, si o = o’ y como °alpha’ es base ortogonal entonces « es base ortogonal

(13) Sea V, (,) un K espacio vectorial tal que dimg (V) =n, y W < V. Demuestre que

Wt ={0y} <= W=V
Solucién
Sabemos que si W < V entonces V=W @& W+, Asi que si W = {0y} entonces

V=WaoW=Wa{y}=W

Reciprocamente, si W = V entonces

V=WoWt=VaVt—=wt={0y}=W
Pues, (w,v) =0 (Vv;v eV) = (w,w) =0= w =0y
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8. Aplicaciéon 1: Método de Aproximacién de los Minimos Cuadrados

8.1. Planteamiento del Problema. Siy = f(z) es una funcién continua en R, y conocemos sélo n valores
deella , f(x;) = y; € R para 1 <i < n, entonces

., Cémo conseguir, si es posible, una curva que pase por los puntos P; = (z;,y;) parai=1,2,...,n 7 y que
cumpla con las particularidades de la funcién f, salvo probablemente cometiendo errores controlados.

8.2. Herramientas Basicas 1: Sistemas de Ecuaciones. Si consideramos un sistema lineal de orden
(n x m)

ai1r1 + aprs + ... 4+ amxT,m = b
as1x1 + agry + ... 4+ agpT, = b

(26)
an1x1 + apry + ... + apmTm = bn

entonces sabemos que

1. El sistema (26) tiene una notacién equivalente usando matrices en la forma AX = B, donde

T b1
A = (a;j;) € Mgr(n xm), X = : y B =

Tm by,

2. (26) tiene solucién si el rango de la matriz de coeficientes A es el mismo de la matriz ampliada (A|B),
es decir p(A) = p(A|B)

Ejemplo 8.2.1. Dado el sistema lineal

207 + x2 — x3 = 1
r1T — T2 + ®x3 = 2

Conforme a lo que hemos expuesto encima:

1. En notacion matricial tenemos que

201 + a9 — x3 = 1
ry — X2 + x3 = 2

2 1 -1 TN
— 1 -1 1 2=
€3

2. Calculando el rango de la matriz ampliada (A|B)

(Ta02) wew (21 a7)
won-ay (375 11 2)
e (57002
bt (50 01 1)

Verificamos que hay solucion pues, p(A) = p(A|B) =2
3. Como p(A) = p(A|B) = 2 < 3 entonces tenemos infinitas soluciones para el sistema del tipo

I 1 1 0
X = T2 = —14 23 = -1 + 3 1
I3 T3 0 1
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Ejemplo 8.2.2. Dado el sistema lineal

A AR

2%1 X9 - I3 =1

T ro + x3 = 2

41 + 220 — 23 = 3

Procedemos como en el ejemplo (8.2.1) y,
1. En notacion matricial tenemos que

201 + x90 — xz3 = 1 2 1 -1

rT — T2 + x3 = 2| 1 -1 1

4dr1 + 2290 — 2z3 = 3 4 2 =2

2. Calculando el rango de la matriz ampliada (A|B)

2 1 -1 | 1 1

1 -1 1 | 2 (ll <~ l2) 2
4 2 -2 | 3 4

1
(lg — lg — 211) 0
(lg — lg — 411) 0

1
(lg — %12) 0
0

1
(ll — 11 + l2) 0
(I3 = I3 — 6l2) 0

1
(ll — ll — lg) 0
(lg — 12 + lg) 0

Verificamos que no hay solucion pues, p(A) =2 y p(A|B) =3

3. Como p(A) # p(A|B) entonces no hay solucion.

At

O, O OO

T 1
l’2:2
T3 3
1] 2
-1 | 1
—2 | 3
1| 2
-3 | -3
-6 | =5
1] 2
-1 | -1
-6 | =5
0] 1
-1 | -1
0] 1
0] 0
1] 0
0| 1

8.3. Herramientas Basicas 2: Espacios Vectoriales. Hasta ahora el criterio a usar, para que un
sistema tenga o no tenga solucién es comparar mecdanicamente dos nimeros, mas especificamente el rango
de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada, ambas asociada al sistema lineal dado. Como
puede ser rapidamente deducido esta técnica no permite una mayor elucubracién tedrica, asi que debemos
intentar traducir este comportamiento a través de las ricas y fructificas propiedades que poseen los espacios

vectoriales.

Para ello, observamos que las columnas de una matriz A = (a;;) € Mg(n x m) son elementos del espacio
vectorial Mg(n x 1), y en este nuevo contexto el siguiente teorema es una caracterizacién (una nueva
formulacién) del Teorema del Rango.

Teorema 8.3.1. (Caracterizacion del Teorema del Rango) El sistema (26) tiene solucion si y sdlo si B
pertenece al espacio generado por las columnas de A.

En efecto, como

ajixry + + AT, =
a1x1  + +  aomTym =
anp1T1 + + apmTm =

— X1

ail
a21

Gnl

A1m
a2m

anm
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entonces es claro que,

ay a2 a1m
azy a2 a2m

(26) tiene solucion <= B e Q(A) = < ) , ) e ) >
anl an2 Anm

Ejemplo 8.3.2. Fl sistema del ejemplo (8.2.1) tiene solucion, como visto encima, y por ejemplo

(- () ()0 (1)

O mejor, para cada x3 € R:

()=t (2) e trnmy () wme (1)

Ejemplo 8.3.3. Fl sistema (8.2.2) no tiene solucion, como visto encima, y podemos directamente ver que,

1 1 -1
2 =x7 - +x9 - -1 + 3 - 1 — 1=
3 2 -2

(=)

=N
N w

Si consideramos un sistema lineal como el sistema (26) entonces Del teorema (8.3.1), sigue que el sistema
(26) no tiene solucién si y sélo si B ¢ Q(A). Por tanto se torna clave el subespacio Q(A) de Mg(n x 1), y
entonces direccionemos nuestras ideas hacia este conjunto:

1. En primer lugar, usaremos en el espacio vectorial Mg (n x 1) su producto interno canénico es decir,

t

al by ay by
ag bg > an b2 &
. y . - . . . = Z a; bl
< : : : : i1
(079 bn ap, b’ﬂ

2. Si Py(a) : Mg(n x 1) = Q(A) representa la proyeccién ortogonal de B en el subespacio {2(A) entonces

Pocay(B) € Q(A)

y, aplicando nuevamente el teorema (8.3.1) existe Xe Mpg(m x 1) tal que

A X = Pou(B) (28)

3. La distancia d(B,Q(A)) = ||B — Poa)(B)| = \/<B — Poa)(B), B — Pqa)(B)), es la menor posible,

es decir. B — Pq(4)(B) € Q(A)* por tanto si notamos las columnas de A, de la forma:

colj(A) = S, (1<ji<m)

entonces

<COlj(A),B — PQ(A)(B)> =0 (1 S j S m)
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Equivalentemente

0 = coly(A)-(B—Poay(B) (1<j<m)

= COlj(A)t -B— COlj(A)t : PQ(A)(B) (1 < j < m)

Luego,

B~ Py (B) € QA)Y = A B=A'A-X

8.4. Herramienta Central.

(29)

Definicién 8.4.1. Dado un sistema lineal de orden (n x m), tal como el definido en (26) entonces cualquier

solucion de la ecuacion matricial,
AtA- X =A- B

serd llamada una solucién por minimos cuadrados de (26)

(30)

Teorema 8.4.2. Sea A € Mig(nxm). Si p(A) = m, (donde p(A) es el rango de la matriz A) entonces A'- A
es inwvertible y el sistema lineal asociado a la matriz A, tiene una unica solucién por minimos cuadrados

dada por:
X = (A'-A)7'A'B

En efecto, sabemos por definicion que,

U invertible <= ker(U)={(0)} <—= U-X=(0) = X

entonces usando esta equivalencia obtenemos,

A A X=(0) = XA A X)=0=X""A" A X=0=(A-X)'-A-X=0
= A-X,A-X)=0=A4-X=0
= 1 -coli(A) + 2 cola(A) + -+ + xy - col,(A) =0
= r1=x9=---=x, =0, (las columnas de A son linealmente independientes)
= X =(0)

Ejemplo 8.4.3. Consideremos el sistema lineal

z + 4y — b5z = 3
2r + y — z = 2
- 4+ 2y — 3z =1
-2z + 4y — 6z = 7

(31)
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(1) El sistema (31) se escribe matricialmente como

1 4 -5 . 3
2 1 -1 2
-1 2 -3 ?; = 1 (32)
—2 4 -6 /. , 7
X S——
A B

(2) Calculamos p(A), escalonando la matriz A por filas:

T R e T R (S
_ _ (L3 — Lg+ L) B

1 2 -3 1 (Ls — Lo+ 2Ly) 0 6 8 4

-2 4 —6 T 4 2 1 0 12 —-16 13

1 4 -5 3

0 -7 9 —4

(L4—>L4—2L3) 0 6 —8 4

0O 0 0 5

Luego, p(A) = 3 y p(As) = 4, asi que por una parte p(A) es maximo y por otra el sistema (31) no
tiene solucion.

(3) De acuerdo al teorema (8.4.2), At- A es invertible y la ecuacién At-A-X = At. B, tiene solucidn tinica.
Asi que tenemos alternativa: Escalonar para aplicar el teorema del rango, o bien calcular directamente
(At~ A)~L. Optaremos por la primera y entonces debemos armar el sistema a resolver.

1 2 -1 -2 ;‘11:‘;’ 10 -4 38
Al A = 4 1 2 4 19 g |=] 2 37 -5l
-5 -1 -3 -6 9 4 _g 8 —51 47
Ademdas,
1 2 -1 =2 g -8
At B = 4 1 2 4 L= 44
-5 -1 -3 -6 —62
7
Asi que debemos resolver el sistema
10 —4 8 x1 -8
—4 37 =51 || xo = 44 (33)
8 —51 47 x3 —62

(4) Finalmente resolvemos el sistema lineal (33), escalonando su matriz ampliada correspondiente:

10 —4 8 =8 1 0 0 0.36936168
-4 37 =51 44 | = 0 1 0 1.31037985

8 —51 47 —62 0 0 1 0.11689171
Asi que la solucion por minimos cuadrados es:
R 0.36936168
X = 1.31037985 (34)

0.11689171
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8.5. Aproximacion por una Recta.
Definicion 8.5.1. Consideremos una coleccion finita de puntos del plano; digamos

ﬂ = {(al’bl)v(a%b?)v"'7(ambn)} (35)

tal que a; # aj para algin i y para algin j, (1 <i<n) y (1 <j <n) entonces la recta “que mejor se ajuste
”a la coleccion de puntos (35), la llamaremos “recta de minimos cuadrados .

recta de minimos cuadrados

Figura 12: Recta de los Minimos Cuadrados

Aplicacion 8.5.2. Si suponemos que la ecuacion de la recta de minimos cuadrados es dada por al ecuacion:
(RMC) Yy =myx + myg (36)
entonces a partir de (36), tenemos las ecuacion bdsica (EB)
(EB) bi = myia; +mo + d; (1<i<n)
donde;
di 20 <= (a;,b;) € (RMC) ( De acuerdo a la Figura 12)

Asi que, tenemos el sistema de ecuaciones para la recta de minimos cuadrados:

by = miag +mo+d;
by = miag +mg+do
b3 = myasz+mo+ds

Fquivalentemente
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b2 as d2
by | _ | as 1 <m1>+ ds (37)
. mo
bn Ay, 1 X dn
—— —— ——
B A D

Finalmente;

(1) como a; # aj, para algin i y para algin j entonces p(A) = 2 y entonces del teorema (8.4.2), sigue que
el sistema A - X = B tiene una solucién inica por minimos cuadrados, dada por X = (A'A)"1A'B

(2) Como D =B — A-X entonces D, representa la menor magnitud posible

Ejemplo 8.5.3. En la fabricacion de un producto quimico Q, se detecta que la cantidad de un compuesto
quimico p, es controlada por la cantidad del producto quimico ¢ utilizado en el proceso. Al producir un litro
de Q, se detectaron las cantidades de p y c, presente y usada respectivamente, sequn la tabla:

c ocupada | 3 4 ) 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12

(38)
p existente | 4.5 5.5|5.7|16.6|7.0|7.7]85|87(9.5|9.7

Solucion del problema

e Fl grdfico de la tabla es de la forma:

13
12 +
11+
10 + .

| | | |
T T

| |
T T T 1
23456 78 910111213
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e Fl sistema que corresponde en este caso es de la forma:

4.5 3 1

5.5 4 1

5.7 5 1

6.6 6 1

7.0 o 7 1 ma
7.7 o 8 1 mo
8.5 9 1 T
8.7 10 1

9.5 11 1

9.7 12 1

T ﬁ;—J

e Como el rango de A es 2 entonces hay solucién tnica. Asi que debemos calcular A'A y A'B.

., (645 75 'y 5986
AA_( 75 10) AB_( 73.4)

o Luego la solucion del sistema es dada por:

x = ()

e Por tanto, la recta pedida es de la forma:

0.583
2.967

p = 0.583c+ 2.967

y su grafico es de la forma:

13 +
12 +
11 +

| | | |

T T

| | | | | | | |

T T T T T T T T T 1
012345678 910111213

1
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8.6. Aproximacién por un Polinomio. Consideremos nuevamente la coleccién § en (35), es decir

ﬂ = {(al, bl), (CLQ, bg), vy (an, bn)}

Aplicacién 8.6.1. Si suponemos que al menos m + 1 de los a; son distintos entonces podemos aproximar
al conjunto § por un polinomio de la forma:

m
PMC y:Zciwi (m<n+1)
i=0
La ecuacion bdsica en este caso es dada por:
m .
b = Y cdi+d;  (1<j<n) (39)
i=0

ydj #0 <= (aj,b;) ¢ (PMC), para 0 < j<n

A partir de (39), podemos construir el sistema de ecuaciones lineales para el polinomio de minimos cuadra-
dos:

bl 1 aj a% N CL?L Co dl
by 1 ay a3 ay' €1 da
- . . + : (40)
by, 1 a, a apy’ Cm dn,
B A X D

Como existen al menos m+ 1, a; distintos entonces p(A) = m+ 1 y del sistema (40) y del teorema (8.4.2),
sigue que el sistema asociado A- X = B tiene un solucion tnica de la forma X = (At - A)~!. At . B.

Ejemplo 8.6.2. Ajustemos la tabla de datos

y|11]01]-31

a través dej un polinomio cuadrdtico q(x) = a + bx + cx?

Solucion
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e Fl grdfico de los puntos es el siguiente:

Figura 15

e El sistema general asociado a la situacion segun el sistema lineal (40) es:

1.1 100 a

0.1 = 111 b
—3.1 1 2 4

B A X

o Asi que debemos resolver el sistema A - A-X = At - B, y para ello:

o Calculamos At - A y A - B

11 1 100
At A = 01 2 111
01 4 1 2 4

3 3 5

= 35 9

5 9 17
11 1.1
At-B = 0 1 0.1
0 1 —3.1
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o Escalonamos la matriz ampliada [A! - A|A* - B].

3 3 5 -19
[AY- A|AY-B]) = 35 9 —61
5 9 17 -123
1 0 0 1.10001
= 0 1 0 0.09999
0 0 1 —1.09999
Luego, el polinomio de los minimos cuadrados es:
q(z) = 1.10001 + 0.09999z — 1.099992> (42)
e Finalmente, el grdfico de (42) es:
2 4
i 1//\ 1
—2 1 1 2
14
_9 1
34
Figura 16

8.7. Aproximacién por una funcién. Consideremos una funcién y = f(z) continua en R y supongamos
que conocemos s6lo n valores de ella , digamos f(z;) = y; € R para 1 < i < n entonces si queremos resolver
el problema planteado al inicio de este Capitulo, debemos considerar las siguientes etapas

Etapa 1. Supongamos que existe un conjunto de funciones a = {g1,92,...,9n} tal que

e « es linealmente independiente en el espacio de funciones continuas en R

e gi(x;) e R, para (1 =1,2,...,n)

Etapa 2. Sea W = ({g1,92,...,9n}) €l espacio vectorial generado por «.

Etapa 3. Define en W el producto interno:



- & AL AAAAL AT RssiAsf AN A AR SRR e A

(h,s) = Zh(ml)s(xz) (43)

Etapa 4. Partir de (43), definimos la norma usual:

Ipll =

Asi que f es aproximable por g € W si y sélo si la distancia d(f, g), es minima, esto es equivalente a decir
que (f —g) € W

En particular deben verificarse simultdneamente las ecuaciones:

(9, f—9)=0 (1=1,2,...,n) (44)

Es decir, que si g = Z ¢ig; entonces de (44), sigue que,
i=1

n

n
0 = <gl7f _g gl7f chg] gla > - <giazcjg] gla Zc] gmg]
j=1 J=1

Etapa 5. Resumiendo

n

g~ f = (9.) =) cilgig) (=12....n)
j=1

— Zgz 5179 chzgz T g] rp) (1=1,2,...,n) (45)
Jj=

(45) se conoce como “método de los minimos cuadrados”

Ejemplo 8.7.1. Supongamos que y = f(x) es una funcion tal que verifica los valores:
e o] 1] 2
fl)|1.1]0.1]-5.1

y que deseamos aprozimar seqin el método de los minimos cuadrados por la funcion g(x) = c; + cox?
entonces

g(z) = 1
gpz) = 2°
Asi que (45) para este caso, consiste en:
(91, f) = cilgr,g1) + c2(91, 92) (46)
(92, f) = ci(g2, 91) + c2(92, 92) (47)

Como conocemos los valores de f y g;, para i = 1,2 entonces



- & AL AR AT RssiAsS AN A AR SRR e A

= 02.0%2+1%-124+22.22 =17
= 0% 11+1%-0142% (-31) = —-12.3

(g1, f) 1-114+1-0141-(-3.1)=—1.9
(g1,91) = 1-141-14+1-1=3
(g1,92) = 1-0'+1-1241-22=5
(g2,91) = 02.14+412.14+2%2.1=5
)
)

Asi que sustituyendo en (46) y (47) tenemos el sistema:

3c1 + 5c9 = —1.9

5¢¢ + 17¢9 = —12.3 (48)

De donde ¢1 =~ 1.12 y co = —1.05 as? que la funcion que mejor aproxima a la funcion f, segin este método
es g(x) = 1.12 — 1.0522 y el grdfico de la funcion g es aprozimadamente:

/N

Figura 17

Ejemplo 8.7.2. Supongamos que la poblacion de una cierta localidad ha variado en el tiempo, segiun la tabla:

‘t:4‘t:5‘t:6‘t:7

ario 1950 | 1960 | 170 | 1980

poblacion x10% | 1.0 ‘ 5 ‘ I3 ‘ 2.0 (49)
0
£t

Supongamos que queremos aprorimar los puntos de la tabla por una funcién del tipo:

g(t) = ag+ at + aot?

entonces s cual serd la poblacidn en el 2000 ?
Segiun el método de los minimos cuadrados debemos tener para este caso:

e gi(t)=1
[ ] QQ(t) :t
[ ] gg(t) = t2
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Ast que:

(91, 1)) = aolg1,q1)) +a1{g1,92)) + az(g1,93)) = 6.3
(92, f)) = ao(92,91)) + ai{g2,92)) + a2(g2,93)) = 36.3
(93,f)) = aolgs, 1)) + ai(gs, 92)) + az(gs,93)) = 216.3

Luego resolviendo el sistema para estos valores tenemos que:

e ag = —2.415
e a1 = 1.155
[ ) a2 = —0075

Por tanto la funcion que aproxima es de la forma:

g(t) = —2.415+ 1.155t — 0.075¢> (50)

Ast que la poblacion esperada segun esta aproximacion es dada por:

g(9) x 10* = 1.905 x 10*
19050 (51)

Ejemplo 8.7.3. En (8.7.2) tratemos de predecir la poblacion, usando para aproximar una funcion del tipo
g(t) = a- €. Para aplicar el método de los minimos cuadrados podemos hacer lo siguiente:

bt

fO)~a e < Inf(t)~Ina-e
— Inf(t)~Ina+Ine
< Inf(t)=~Ilna+btlne
<~ Inf(t)=Ilna-+bt
Asi que en este caso tenemos que:
g(t) = Ilna-+bt

Es claro que también tenemos que modificar la tabla anterior, es decir (49) se transforma aplicando In en:

‘t:4‘t:5 t=6|t="7

ario 1950 | 1960 | 170 | 1980
poblacién <107 | 0.0 ‘(l405‘(l588‘(1693 (52)
®
In f(t

Finalmente si llamamos:
o F(t) =1nf(t)
eci=lnayg(t)=1
e co=byg(t)=t

entonces segun la tabla (52) tenemos que:
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(g1, F) 1.686
(g2, F) = 10.404
<gl7gl> = 4
(91,92) = 22
<927gl> = 22
(92 92) 126
Asi que obtenemos el sistema:
de; +  22¢p = 1.686 (53)
22¢; 4+ 126c2 = 10.404
Resolviendo el sistema (53) tenemos que:
c1 ~0.226 = a=0.439
co ~0.226 = b=0.226
Luego de estos resultados concluimos que:
(1) g(t) = 0.439¢%226! — ¢(9) = 3.356
(2) Asi que finalmente tenemos en este caso:
poblacion x 10* = F(9) x 10* ~ 3.356 x 10* = 33560 personas (54)

9. Aplicaciéon 2: Producto Interno y Estadistica

Definicion 9.1. Si consideramos un fendmeno o suceso F tal que posee las posibilidades distintas de ocurrir
S1,82,...,8y entonces

(1) Llamaremos espacio muestral al conjunto

S(F) = {s1,%2,...,5n} (55)
(2) Si cada s; posee una probabilidad de ocurrencia p;, para i =1,2,...,n entonces llamamos “vector de
probabilidad ”del suceso F a
p(F) = (p1,p2,..-,Pn) (56)
y (56)
(3) Si ademds a cada elemento s; asociamos un valor “x;”, para cada i =1,2,...,n entonces el vector
z(F) = (z1,22,...,%,) (57)

se llama “variable aleatoria”, asociada al espacio muestral del suceso F.

(4) Llamaremos “valor medio o esperado”de z(F) a:

T(F) = pio1+pawa +p3v3+ -+ puty (58)
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(5) Llamaremos “varianza”de x(F) a:

vz(F)] = pi(zr—2(F))* + pa(wz = 2(F))* + - + pa(an — 2(F)) (59)

(6) Llamaremos “desviacion standar”de z(F) a:

dlz(F)] = Vola(F)] (60)

Ejemplo 9.1.1. Si F representa “el lanzamiento de un peso chileno”, entonces
(1) S(F) = {cara,sello}
11
2) p(F)=|(=,=
@ »5) = (5:3)
Ejemplo 9.1.2. Si F representa “el lanzamiento de dos monedas”, entonces
(1) S(F) = {(cara,cara), (sello,sello),(cara,sello) }
111
2y p(F)=1(-,-,=
@ rF) = (373)
Ejemplo 9.1.3. Si dos personas A y B en (9.1.1), deciden hacer la apuesta:

e Si después del lanzamiento de la moneda sale cara A gana $10

e Si después del lanzamiento de la moneda sale sello B gana $10
entonces

(1) S(F) = {cara,sello}

@ o5 = (33)

(3) z(F, A) = (10,—10), variable aleatoria del punto de vista de A

(4) z(F,A) = (—10,10), variable aleatoria del punto de vista de B

Ejemplo 9.1.4. Si las mismas personas A y B deciden hacer la apuesta en (9.1.2), como sigue:

e Si salen dos caras A gana $10
e Si salen dos sellos A gana $7

e Si salen una cara y un sello B gana $7
entonces la situacion es la siguiente:

(1) S(F) = {(cara,cara),(sello,sello),(cara,sello)}

@ »F) = (373)
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(3) z(F, A) = (10,7, -7)

(4) z(F,B) = (-10,—7,7)

9.2. Un producto interno “estadistico”. Sea u = (uq,us, ...

el producto interno:

<(‘T17‘T27 cee 7‘TTL)7 (y17y27 o 7yn)>u

Lema 9.2.1. Si F' es un evento entonces

(1) 2(F) = (z(F),(L,1,..., 1))

(2) vz(F)] = (@(F) —z(F)(1,1,...,1),z(F) — 2(F)(1,1,
(3) dlz(F)] = [[«(F) — z(F)(1,1,..., 1)

En efecto

Para probar [1] hacemos:

(z(F), (1,1, 71)>p(F) = sz
i=1
= sz
i=1
= z(F)
Para probar [2] hacemos:
<LE(F)—£(F)(1,1, 71)7‘T(F) _E(F)(le 71)>p(F)

Para probar [3] hacemos:

|lz(F) —z(F)(1,1,...,1)|| =

aastA s SRR

At - ¥

,Up) € R™ un vector fijo entonces define

(61)

n
i=1

5 D)y

verificar en (58)

= zn:pz(a:, — Z(F))? (verificar en 59)
i=1

= Voule(F)]

verificar en (60)

Ejemplo 9.2.2. Para el suceso relatado en 9.1.1, tenemos la informacion:

e s(F) ={ cara, sello}

11

e p(F) = DED)

o x(F,A) =(10,—10), variable aleatoria del punto de vista de A



- & AL AAAAL AT RssiAsf AN A AR SRR e A

e z(F, A) = (—10,10), variable aleatoria del punto de vista de B

Luego,
j(FvA) = <(107_10)7(171)>
= L 10 1—1—1 (-10) -1
2 2
=0

z(F,B) = {(-10,10),(1,1))

= %-(—10)-1+%-10-1
= 0
dlz(F,A)] = /(10,-10)]]
= \/%102+%(—10)2
= 10
dlz(F,B)] = |[(-10,10)]|
= \/%(—10)2+%102
= 10

9.3. Correlacion. Sea F' un evento n-dimensional, es decir:

e s(F)={s1,82,...,5n} €s su espacio muestral.

e p(F)={p1,p2,.-.,pn} €s su vector probablidad.

Si suponemos que es posible asociar a dos comportamientos de F', dos variables aleatorias, digamos x(F, A)
(x1,29,...,2n) v x(F,B) = (y1,92,...,Yn) entonces estudiemos las posibles relaciones entre z(F,A)
x(F, B).

y

(1) Tenemos en primer lugar un valor esperado para cada caso:
e Z(F,A) = an,-xi
i=1
o Z(F,B) =Y npy;
i=1
(2) Podemos construir los vectores asociados:
x(F,A) —z(F,A)(1,1,...,1) = (1 —Z(F,A),z0 —Z(F,A),...,x, — T(F,A))
z(F,B)—z(F,B)(1,1,...,1) = (y1 —z(F,B),y2 — Z(F,B),...,y, — Z(F, B))
(3) El conjunto

C = {(x1—z(FA),...,2, —Z(F,A),(y1 —Z(F,B),...,y, — Z(F,B))} (62)

es linealmente independiente o linealmente dependiente , asi que tenemos dos casos:
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e Caso 1. C es Linealmente dependiente. Luego existe, A € R — {0} tal que:

2(F, B) = \x(F, A)

Es decir, z(F, A) y x(F, B) estén relacionados o uno es dependiente. Ahora

(x(F,A),z(F,B)) (x(F,A), \x(F, A)) MNaz(F, A),z(F, A))

cosf = = =
lz(F, Allz(F,B)|| - [la(F, A)l[Az(F, A M[lz(F, A)|[[lz(F, A)]
_ Mz(EAIIP X ] 1:sia>0
Alllz(E, Allllz(F, AL AL | =1: siA<0
Luego,

e Caso 2. C es Linealmente independiente. Luego no existe relacién entre z(F, A) y z(F, B)

Definicién 9.3.1. Llamaremos “coeficiente de correlacion”’de z(F, A) y x(F,B) a

 (e(F,A),2(F.B))
r@B 4.2 B) = E D@ B (64

Es decir,

(z(F, A), z(F, B))

r@B A2 B) = L DeE B)]

> pilwi — 2(F, A))(y; — 2(F, B))
i=1

1
2

> pilwi — E(F,A)*- Y pilyi — #(F, B))?
i=1 i=1

Ejemplo 9.3.2. Consideremos un grupo de 10 atletas de los cuales conocemos sus registros de 1 a 10 en
dos pruebas; pruebal y prueba2, segun la tabla:
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atleta 123456 7 8 9 10

prueba 1 28 5 775 3199
Tegistro
prueba 2 19727 46 3 97
Figura 18

Estudiemos la correlacion entre el rendimiento de los atletas en ambas pruebas:

(1) El espacio muestral serd:

s(F) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

11 1 1
F)y = (=, — — ..., —
P(F) (10’10’10’ ’10>

(3) Si notamos prueba i=p;, para i = 1,2 entonces

z(F,p1) = (2,8,5,7,7,5,3,1,9,9)

(2) El vector probabilidad es:

x(F,p2) = (1,9,7,2,7,4,6,3,9,7)

Ahora, comenzamos a calcular:

e De (66) y (67), tenemos que

1
Fp) = —-
= 5.6
e De (66) y (68), tenemos que
1
- (F _ L
= 5.5
e De (67) y (70), tenemos que
2(F,p1) — #(F,p))(1,1,...,1) = (-3.6,2.4,-0.6,...,3.4)

e De (68) y (70), tenemos que
2(F,ps) — #(F,p2)(1,1,...,1) = (—4.5,3.5,15,...,1.5)



- & AL AR AT RssiAsS AN A AR SRR e A

o Ademds, de (71) y (72) tenemos que

(@(F,p1) — 2(F,p1)(1,1,...,1),2(F,p) — Z(F,p2)(1,1,...,1)) ~ 4.9 (73)
|lz(F,p1) — 2(F,p)(1,1,....1)| ~ 74 (74)
|lz(F,p2) — Z(F,p2)(1,1,...,1)|| ~ 7.2 (75)

e Finalmente de (73), (74), (75), obtenemos que:
r(@(F,p1),x(F,p2)) ~ 0.67 (76)

10. Aplicaciéon 3: Series de Fourier y Producto Interno

10.1. Conectando lugares inaccesibles. Supongamos que necesitamos conectar dos lugares inaccesibles,
como lo muestra la funcién.

-1 :si —7<2x<0
fi(z) =

1 :si O<zx<m

Cuyo gréfico es de la forma:

-1

Figura 19 y = fi(x)

La idea es usar como soporte, ideas trigonométricas. para conectar esos lugares inaccesibles:

4
(1) Partamos graficando la funcién y = — sen x para (-7 < z < )
™
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(2) Graficamos la funcién y =

SEIFS

sen 3x
[senx+ }para(—ﬂ<x<7r)

4 3 5
(3) Graficamos la funcién y = — | sen = + sen3 ® 4 sen5 i para (—m < < )
T
1
0.5
3 2 1 i 2 3
-0.
1
4 3 ) 7
(4) Graficamos la funcién y = — | sen = + sen3 g sen5 ® 4 sen7 ° para (—m <z < )
T
1
0.5
3 2 1 i 2 3
-0.
1
4 3 ) 7 99
(5) En fin, graficamos, la funcién y = — | sen = + sen3 * + sen5 * + Sen7 * + 4 sen99 *
T

x <)

para (—7 <
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[N
——

0.5
3 2 1 i 2 3
0.5
4 2 —1
Conclusién 10.1.1. Si llamamos gs = —Zw, para (s € N) entonces podemos observar lo
s 71—
i=1

siguiente:

(1) A medida que s crece en N, el grdfico de gs, mds se parece o mejor copia, a la funcion fi

(2) Sin embargo, debemos tener cuidado con la comparacion de las expresiones analiticas de las funciones
involucradas; porque por ejemplo:

(a) f1(0) €R y g5(0) =0
) A E) =1yn () -1

Sin embargo, observen lo siguiente:

<7T> A Gsen(2i - 1)3
95\3) T Tz % —1
=1
4 S (_1)i+1
T ori 21
(3
4 1+1 1+1 1+ 1
I 35 7 9 11 25 — 1

Asi por ejemplo,

Q
=

/N /N /N /N /N /N
(O I T Y= I NN T Y = R Y = I Y

—— —— 0 0 ~—

s 8 s

N
S

SN N P RS

N
=



Luego,

. s .
) 7T .4 (—1)itt 7T ) (—1)itt
limgs (=) = hm—E ——=1=— — = lim P Y R——
5—00 2 4 $—00 21 —1
i=1 i=1
(3) Serd necesario entonces ser cuidadoso al referirnos al término aproximacion de dos funciones, ya sea
en su grdfico o en sus valores, con estos cuidados podemos escribir

S . e} .
) sen(2i — 1)z sen(2i — 1)z
filz) = 515{)102722._1 —2722._1 (—m<zx<m)
1= =
10.2. Copiando una funcién continua. Consideremos ahora una funcién continua, fo(x) = |z|, para

(—m < x < ), cuyo grafico es de la forma

Figura 20 y = fa(x)
Al igual que en el caso anterior, podemos aproximar el grafico de la funcién por otras funciones:

(1) Paray = g — —cosz

4 3
(2) y:g—; [cosx+ cos ZE}
(3) T 4 +cos 3a:+cos 5z
=—— —|cosz
L - 4 9
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4 cos 2 -+ cos 3x n cos bx cos 99x
T 4 9 502

Conclusién 10.2.1. Aqui tenemos también que

o] ~ T2 SO

10.3. Formalizacion inicial y Analisis de la situacién.

Definicién 10.3.1. Si notamos C|—m, 7] = {f : [-7, 7] — R | f es una funcion continua} al R espacio
vectorial de las funciones continuas en el intervalo [—m, 7] C R y con valores reales entonces en C[—m, ]
definimos un producto interno como sigue

s

(f,9) = f(z)g(x) dx

10.3.2. Propiedades y ejemplos de (,).
T sin=m

(1) Sin € Ny m € N entonces (cosnx,cosmz) = .
0 sin#m

En efecto

™ . .
Como, (cos nx,cosmz) = f_ﬁ cos mx cos nx dr entonces para resolver esta integral podemos aplicar las
siguientes propiedades:

(a) De la paridad de la funcién coseno sigue que:

T s
/ cosmxcosnrdr = 2 / cos mx cosnx dr
0

—T



- & AL AAAAL AT RssiAsf AN A AR SRR e A

(b) De las identidades que involucran a la funcién coseno

cos(a+ ) = cosacosf —senasenf
cos(a — ) = cosacosf+ senasenf

Deducimos que

cos acos B = %(cos(a + B) + cos(a — B3))

Y entonces para n # m tenemos que

s ™ 1
/ cosmzcosnx dr = 2/ 5(005((771 +n)x) + cos((m — n)x) dz

—Tr

0
/Oﬂ(cos((m +n)zx) + cos((m — n)z) dx

1 1 s
= <m n sen((m +n)x) + — sen((m — n);p)) )
: ((m + n)m) + — (( )7)
- 1 n n — —
o senl(m )+ ——sen((m —n)m
! sen((m +n)0) + ! sen((m — n)0)
m+n m —
=0
Ahora, paran =m
(cosnx,cosnz) = / cos? nx dr = 2/ cos?nx dr = 2/ y dx
o 0 0

s
=T
0

T 1
= / (1 + cos2nx) dox = (m + — sen n:z:>
0 2n

T Sl n=m

(2) Sin € Ny m € N entonces (sennz,senmax) = .
0 sin#m

En efecto

™ . .
Como, (sennz,senmazx) = f_ﬂ sen mx sennx dxr entonces para resolver esta integral podemos aplicar
las siguientes propiedades:

(a) De la imparidad de la funcién seno sigue que sen ma sennx es una funcién par, asi que

iy s
/ senmxsennr dr = 2 / sen mx sen nx dx
-7 0

(b) De las identidades que involucran a la funcién coseno

cos(a+ f3)
cos(a — f3)

cos ccos B — sen ausen 3
cos acos B + sen asen 3

Deducimos que
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senasen 3 = %(cos(oz — fB) —cos(a + f))

Y entonces para n # m tenemos que

s ™ 1
/ senmxsennx dr = 2/ E(cos((m —n)z) —cos((m+n)z) de =0
0

—T

Ahora para n =m

T T ™1 —cos2nx
(sennz,sennx) = / sen’ nx dr = / sen’ nz dr = 2/ —s dz
0 0

—Tr

= / (1 —cos2nx)der=m
0

(3) Sin € Ny m € N entonces (senmzx,cosnx) =0 para (n € N) y (m € N)
En efecto

De la imparidad de la funcién seno y de la paridad de la funcién coseno sigue que sen mx cos nx es una
funcién impar, asi que

s
/ senmxcosnx dx = 0

(4) Sin € N entonces
o (1,1) = [T dx=2m
e (I,sennz) = [ sennz dx =0

e (I,cosnz) = [T cosnz dz =0

Teorema 10.3.3. El conjunto Trigonomy[z] = {1, cosz,cos2z....,cosnx} U {senx,sen2z....,sennzc} es
linealmente independiente (¥Yn;n € N), y una base para el subespacio generado por Trigonomy[z], se decir,
para (Trigonom,,[z]).

En efecto
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n n
Si suponemos que Z ap cos kx + Z b sen kx = 0 entonces para s > 0
k=0 k=1

< [Z ay, cos kx + Z by, sen k:x] , COS S:E>

k=0 k=1
T n n
/ Z ag cos kx + Z brsen kx| cos sx dx
7 k=0 k=1
n T n T
Z a / cos kx cos st dx + Z by, / sen kx cos sx dx
k=0 - k=1 -
n T
Z ak / cos kx cos sx dx
k=0 d
asT
Qs

De forma andloga, para s > 1 tenemos que

< [Z ay cos kx + Z by, sen k‘:z:] , COS S:E>

k=0 k=1
e n n
/ Z ay cos kx + Z b sen kx| sen sx dx
T Lk=0 k=1
n T n T
Z ag / cos krsen sx dr + Z by, / sen kx sen sx dx
k=0 - k=1 -7
n s
Z bi / sen kx sen sx dx
k=1 -
bem
bs

Observacion 10.3.4. Supongamos que f € (Trigonom,|x|) entonces

(0, cos sz) =

/ 0de =

0=

0=

(0,sen sx) =

/ 0der =

00—

00—

flz) = Zak cos kx + Zbksenkx (Vn;n € N)
k=0 k=1

aplicando, primeramente cos sz, obtenemos,
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(f(x),cossx) = <Z ay, cos kx + Z by, sen kx, cos sa:>

k=0 k=1

™ n T n
= / COSSJEZakCOSk:Ed:E—l-/ Cosstbksenk:xdx

i k=0 - k=1

n s
= E / apcos st cos kx dx
k=0T

n T
= E ak / cos sx cos kx dx
k=0 -
™

= as/ coS Sx cos ST dx
—T

= aeTm (s>1)
Por tanto,

as = l/Wf(x)cossxd/x (s>1)

—T

Y para s =0

(f(x),1) = a027r:>a0:% _ﬂ f(x) dz

Andlogamente, aplicando sen sz, obtenemos para los coeficientes by

1 ™
by = — f(x)sensz dx
™ J %

Definicién 10.3.5. Si f € (T'rigonomy,[x]) < Cl—m,w| entonces llamaremos Serie de Fourier de f a:

flz) = %—kZakCOSkx—kbksenkx (Vn;n € N)
k=1

Y, as y bs, serdan llamados los coeficientes de Fourier de f y son obtenidos a través de las formulas.

1 ™
as = — f(x)cossx dxr (s>0)
™ —T
1 ™
bs = — f(z)sen sz dx
™ —T

Ejemplo 10.3.6. Sea f(x) = x entonces calculemos la serie de Fourier de f(x) =z (¥Yn;n € N),
(si es posible), es decir;

n
r = @+Zakcosk’x+bksenk‘x

2
k=1

Para determinar la Serie debemos calcular los coeficientes de Fourier, ag y by, pero antes de
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hacerlo serd conveniente prestar atencion a lo siguiente,

(1) f(—z) = —x = —f(x), asi que [ es una funcion impar entonces xcosks es una funcion impar,
(Vk; k > 0). Por tanto

1 ™
ar = —/ zcoskr de =0 (Vk;k>0)
™ —T
(2) Razonando de la misma forma que encima, xsenkx es funcion par y entonces
2 ™
b = —/ xsenkx dz (k>1)
T Jo
Ahora integrando por partes tenemos que
u=2xz : dv=sen(kz)dzr
2 T ©™ 1 [T
1 == by = — [_E cos(kx)| + E/ cos(kx) dm}
du=dx : v= % cos(kx) T 0 0
Luego,
2 2
by = —— [E cos(knr)] = (=D (keN)
w Lk k
Asi que, la serie es de la forma:
(_1 k+1

o0
ZEZZZ

k=1

sen(kx)

(3) Respecto de la situacion geométrica, podemos observar que:

(a) El grafico de y = x es del tipo

-1

-2

-3

Figura 21 y==x
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(b) Si k =1 entonces para la serie tenemos que su grdfico es del tipo:

2
1
3 -2 -1 1 2 3
-1
-2
1 (—1)k+1
Figura 22 y=2 Z — sen(kx)
k=1
(¢c) Para k =2 tenemos
2
1
3 2 1 1 2 3
-1
-2
2 (_1 k+1
Figura 28 y=2 Z ’ sen(kx)
k=1
)
(d) Para k =50 sucede que
3
2
1
3 2 1 1 2 3
-1
-2
-3
50 k+1
-1
Figura 24 y = 22 ( sen(kx)

k=1
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10.4. Ejercicios Propuestos. Desarrolle en Serie de Fourier en el intervalo [—, 7] las siguientes funciones:
(1) f(z) =e
(2) f(z) =senzx
(3) f(x) = [senz|

0 :si —7<ax<0
T ; si 0<z<m

(4) f(x) = {

us 1
Ademas demuestre que: — = Z —



Bibliografia

[1] Bello, L. “Algebra Elemental ”, Brooks/Cole Publishing Company 1999.

[2] Bobadilla, G. Labarca R. “Cdlculo 17, Facultad de Ciencia, Universidad de Santiago 2007.
[3] Boldrini, J. Rodriguez, S. Figueiredo, V. Wetzler, H. “Algebra Linear”, Editora Harper & Row do Brasisl Ltda, 1984.
[4] Fraleigh J. “Algebra Abstracta ” Addison-Wesley Iberoamericana 1988.

[5] Grimaldi, R. “Mateméticas Discretas y Combinatorias ”, Addison Wesley 1997.

[6] Gustafson, R. “Algebra Intermedia ”, Brooks/Cole Publishing Company 1997.

[7] Kaufmann, J. “Algebra Intermedia ”, Brooks/Cole Publishing Company 2000

[8] Santander, R. “Algebra Elemental y superior”, Universidad de Santiago 2004

[9] Santander, R. “Algebra Lineal”, Universidad de Santiago 2004

[10] Santander, R. “Un Segundo curso de Algebra Lineal”

[11] Swokowski, E. “Algebra y trigonometrfa ”, Brooks/Cole Publishing Company 1997.

[12] Zill, D. ” Algebra y trigonometrfa ”, Mc Graw Hill 1999

73






Indice Alfabético

Base ortogonal, 9
Base ortonormal, 15

Complemento ortogonal, 22

Desigualdad de Cauchy-Schwarz, 14
Distancia de un vector a un subespacio, 20

Espacio con producto interno, 6
Espacio prehilbertianoi, 6

Gram Schmidt Proceso de ortogonalizacién, 11
Metodo de los minimos cuadrados, 52
Norma inducida, 14

Polinomio de los minimos cuadrados, 49
Producto interno, 3

Producto interno de la integral, 65
Proyeccién ortogonal, 17

Recta de minimos cuadrados, 46

Serie de Fourier, 69

Series de Fourier, 61

Sistema de ecuaciones lineales para la recta de minimos
cuadrados, 46

Sistema de ecuaciones para el polinomio de minimos
cuadrados, 49

Situaciones de Desempeno: Producto Interno, 27

Solucién de situaciones de desempenio: Producto Interno,
29

Solucién por minimos cuadrados, 44

Teorema de caracterizaciéon del Teorema del Rango, 42

Vectores ortogonales, 21

75



