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CAPITULO 2

Espacios Vectoriales

El trabajo solidario es lo tinico que hace
humano al ser humano

Este capitulo esta destinado a buscar una representacién natural y eficiente de la informacion, a través
de "relaciones tedricas, lease combinaciones lineales” e ”implementaciones practicas, lease representacién
matricial y resolucién de ecuaciones.” Para ello serd necesario: Construir un ambiente suficientemente
amplio, donde se puedan modelar situaciones practicas, desarrollar técnicas que permitan controlar rapida
y eficientemente una gran cantidad de informacién y mostrar la equivalencia entre el ambiente teérico y
practico.

1. Definicién de Espacios Vectorial
Demos una mirada a nuestra evolucién al momento de manipular la informacién.
(1) Ya observamos que para cada (n € N), existen tinicos nimeros naturales ag, a1, as, ..., as tales que
n = as10° + as_110°71 - + a1 10" + ap10%; (0 <5 <s); (0<a; <9)
Y estos nimeros son los que identifican univocamente al nimero n.
(2) Basandonos en esta idea definimos informalmente a los polinomios, es decir
p(x) €R[z] <= p(z)=ap+ a1z + agz’ + - + asz®
Y en este caso son los coeficientes los que diferencian a un polinomio de otro.
(3) Si consideramos u = (z,y) € R? entonces sabemos que (R?, +) es un grupo abeliano y que
(a) (z,y) = (2,0) +(0,y)

(b) Y si ademéds permitimos una ponderacién externa que generalice el hecho

(z,y) + (z,y) 2(z,y)

= 2(x,y) = (2z,2y)

>l

(z,y) + (z,y) (27, 2y)

entonces obtenemos que

(z,y) = x(1,0) +y(0,1)
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Eje y
Plano R2

('%?/) - {L‘(l, 0) + y(o7 1)

(0,0) Eje z

Figura 1: Plano Cartesiano

(4) Otro caso que podemos representar con las licencias que da la heuristica es el siguiente:

aj; @12 . 1 0 01 0 0 0 0
<a21 CL22> = a11<0 0>—|—a12<0 0>—|—a21<1 O>+a22<0 1>

(5) Intentando generalizar ain mas el formato de nuestros nimeros. Supongamos que necesitamos conectar
dos lugares inaccesibles, como lo muestra la funcién.

-1 :si — <2<

fz) =

1 :si O<ax<m

Cuyo gréfico es de la forma:

-1

Figura 2 y = f(x)

La idea es usar como soporte, ideas trigonométricas. para conectar esos lugares inaccesibles:

(a) Partamos graficando la funcién y = — sen = para (—7 <z < )
T
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sen 3x

4
(b) Graficamos la funcién y = — [ sen r + } para (—m < x < )
T

4 3 5
(¢) Graficamos la funcién y = — | sen x + sen3 g sen5 ° para (—m < x < )
T
1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.
1
4 3 5) 7
(d) Graficamos la funcién y = — | sen = + sen3 Ty sen5 T sen7 :E para (—m <z <)
T
1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.
vl
., 4 sen 3r sen bxr sen Tx sen 99x
(e) En fin, graficamos, la funcién y = — | sen x + + + <-4+ ——| para
T 3 5 7 99
(—m<z<m)
1}‘
0.5
3 2 1 1 2 3
0.5

S

4 sen (2i — 1)x

f) Si llamamos gs = — _—

(®) - z_: 2 — 1

(i) A medida que s crece en N, el grafico de g, més se parece (copia), a la funcién f

(ii) Sin embargo, debemos tener cuidado con la comparacién de las expresiones analiticas de las
funciones involucradas; porque por ejemplo,

, para (s € N) entonces podemos observar lo siguiente:
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e f(0)ZRygs(0)=0

2 r(3)=tra(g) -1

Sin embrago, observen lo siguiente:

s sen2z—1g
95(5) - _Z % — 1

4 S (_1)i+1

(U 2t —1
. L)

s 3 5 7 9 11 2s — 1

Asi por ejemplo,

4

@ (f) — 21973

2 T

T 4 1
92<§) — ;(1—§>—0848

T 4 1 1

Iy = Z(1-2+42)=1.013
g3<2) 77< 3+5>

™ 4 11 1
a(3) = ;<1—§+3‘?>—0921

™ 4 1 1 1 1

—) = Z(1-=4=—-Z=2+4+2)=1.
g5<2) W( stE = 9> 063

™ 4 1 1 1 1 1

_ - (14 _ )= 4
96(2) 77< 3757779 11) 0947

Luego,

s .
] T ] 4 (_1)z+1
lim g5 (= = hm—g - =1
S—00 2
i=1
(iii) Serd necesario entonces ser cuidadoso al referirnos al término aproximacién de dos funciones,
ya sea en su grafico o en sus valores, con estos cuidados podemos escribir,

S o0

. 1 . 1
flz) = sll)ngo > %1 sen(2i — 1)z = Z; 5
1= 1=

1 sen(2i — )z (-7 <z <m)

Bien, las ideas expuestas encima nos inducen a definir un objeto abstracto que le de sentido a casi
todos los ejemplos revisados y otros que analizaremos mas adelante.

Definicion 1.1. Un conjunto V serd llamado un K - Espacio Vectorial si

(1) V#¢

“©

(2) V admite una operacion interna, “ + ”; definida por
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+ . VXV — 'V
(u,v) +— u+w

tal que (V,+) es un grupo abeliano, es decir satisface las propiedades:
s u+(v+w)=(u+v)+w MuueV)(VoveV);VYw,weV)
o Eziste Oy € V tal que u+0y =0y +u=u (Vu;u € V)
e Para cada u, u+ (—u) = —u+u =0y
ceutv=v+u NuyueV);VooeV

(3) V admite una operacion externa, “”; definida por

KxV +— V
(ANv) — X

v

con K=R ¢ K = C y satisface las propiedades:
e N-(utv)=A-u+Xr-v (V\AeK);(VuueV);(VoueV)
e At/ u= u+p-u (V\AeK); (V30 €K); (Vu;u eV)
e (A-B)u=A-(B-u) (VNAeK) (VB8 € K); (Vusu € V)

e Nu=0y=A=0Vu=0y VY\XeK),VuyuecV)

Los elementos de V se denominardn vectores, los elementos de K se llamardn escalares, y para designar a
un espacio vectorial lo notaremos como, (V,4+,-,K), donde K=R 0o K=C

Ejemplo 1.1.1. El espacio vectorial de las n - uplas (K™, 4, -, K) para cada n € N, donde,
K" = {(‘TlaxQV"a‘TTL)’xi ERal SZSTL}
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

(1) ($17$27$37"'7gjn)+(y17y27y37"'7yn) = ($1+y1,x2+y27$3+y37"'7$n+yn)

(2) X (z1,22,...,2n) = (Az1, A2, ..., ATy) (A e K)

Ejemplo 1.1.2. El espacio vectorial de las Matrices (Mg (n x m),+,-,K); n € N; m € N donde,
MK(nxm):{A:(aij)|aij6K/\(1§i§n)(1 S]Sm)}
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

(1) ((aij) + (bij)) = (aij + bij)

(2) Maij) = (Aayy)
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Ejemplo 1.1.3. El espacio vectorial de los polinomios (K[x],+,-,K) con coeficientes en el cuerpo K donde,

Kl[z] = {p(az) :Zaixi la; € K,s €N, (0 Sign)}

i=0
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

s

(1) Z a;x’ + Z bix' = Z(ai + b;)a!
=0 i=0

=0
(2) A Z aixr’ = Z Aa; !
=0 =0

Ejemplo 1.1.4. El espacio vectorial de los Polinomios de grado menor o igual que n con coeficientes en K,
(K, [z],+, -, K) es decir;

Knlz] = {p(z) € K[z] [ p(p(z)) < n}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

n

(1) Z a;x’ + Z bix' = Z(ai + b;)a’
i=0 =0

i=0
(2) A Z a;xt = Z Aa;z’
i=0 =0

Ejemplo 1.1.5. FEl espacio vectorial de las funciones Reales definidas enU C R, paraU # 0; (Fr(U,R),+,-,R),
donde

FR(U,R) = {f:U+—R| f esuna funcion}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

(1) (f +9)(=) = f(x) + g(x)
(2) (\f)(x) = Af(=)

Ejemplo 1.1.6. El espacio vectorial de las funciones Reales continuas definidas en U C R, para U # 0;
(Cr(U,R),+,,K), donde

Cr(U,R) = {f e Fr(U,R)| f es una funcion continua}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

(1) (f +9)(x) = f(z) + g(x)
(2) (A)(@) = Af(x)

Ejemplo 1.1.7. El espacio vectorial de las funciones reales derivables definidas en U C R, para U # (;
(Dr(U,R,+,-,R)), donde
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Dr(U,R) = {f e Fr(U,R);| f es una funcion derivable en U}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,
(1) (f +9)(=) = f(z) + g(x)
(2) (Af)(@) = Af(z)

2. Subespacios

Si consideramos un K espacio vectorial V entonces por definicién V # (). Asi que

ueV= ueV, paracada A € K=V = {0y} V V tiene infinitos elementos

Esta observacion hace dificil pensar en una forma de caracterizar a un espacio vectorial no nulo. No obstante
remirando nuestros ejemplos podemos encontrar espacios vectoriales incluidos en otros espacios vectoriales.

En efecto
(1) Knlz] C Kfz] (¥n;n € N). Pues
* I(p(x) + q(x)) < maz{d(p(x)),d(q(x))} ¥
e d(\p(x)) = O(p(x)) para cada X € R
(2) Dp(U,R) C Cg(U,R) C Fa(U,R). Pues;

e La adicién de funciones continuas es una funcién continua,y el producto de un escalar por una
funcién continua es funcién continua

e Andlogamente, acontece con las funciones derivables.

Dado que necesitamos representar datos, parece razonable considerar la observacién anterior para hacer la
siguiente definicién.

Definicion 2.1. Sea W C V. W serd llamado un Subespacio vectorial de V si

o W £

o W es un K-espacio vectorial con las mismas operaciones que YV

Usaremos la notacion: U<V
Ejemplo 2.1.1. {0y} <V y V <V son conocidos como subespacios triviales.
Ejemplo 2.1.2. K, [z] <K[z] (Vn;n € N)
Ejemplo 2.1.3. Cr(U,R) < Fr(U,R)
Ejemplo 2.1.4. Dr(U,R) < Cr(U,R) A Dr(U,R) < Fr(U,R)

Sin embargo, el avance en términos de la representacién de datos ”eficiente” es nula, no obstante, podemos
observar lo siguiente:
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Observacion 2.1.5. Si W < V entonces por definicion (W,+,-,K) es un K-espacio vectorial. Asi que
verifica naturalmente las propiedades:

1D ueWAveW = (u+v) e W

2 ueWAINeK= dueW

Luego, podemos resumir lo anterior en la siguiente

ueWAVEW = (utv)eW
ueEWAIAEK —= A uecW

Reciprocamente, supongamos que W satisface las condiciones:

D ueWAveW = (u+v)eW
(2) ue WAX e K= \uec W entonces
(a) W # 0 es supuesto inicial
(b) De las propiedades asumidas, sigue que existen operaciones + y - en W, y ademds como V es un

espacio vectorial entonces a fortiori (W, +, -, K) es un K-espacio vectorial, y por ende un subespacio
del espacio V.

De la observacién concluimos una caracterizacién que nos permite verificar en forma mas eficiente, si un
subconjunto de un espacio vectorial es 0 no es un subespacio vectorial, por su importancia le daremos el
rango de teorema.

Teorema 2.2. Caracterizacion estructural de subespacio vectorial

Consideremos un espacio vectorial (V,+,- K) y W C 'V

(i) W#0
WLV «—= (@) veWAveW= (u+v)eW
(i) ueWAINEK = I uecW

Ejemplo 2.2.1. Usemos el Teorema 2.2 para mostrar que W = {(z,y,2) €ER3 |z +y — 2 =0} <R3
En efecto, siguiendo la guia de nuestro teorema podemos generar la siguiente estrategia:
Etapa 1. Debemos verificar que W # ()

(0,0,0) €R? y0+0—0=0. Asi que (0,0,0) € W
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Etapa 2. Mostremos que siu € W yv € W entonces (u+v) € W:

ueEW <= u=(up,ug,u3) ER3Auy +ug —uz =0 (%)
vEW <= v=(v1,v2,v3) ER3Av; + vy —v3=0 (k)

Entonces
u+v = (U1,UQ,U3)+(’U1,’U2,’U3) [ ver (*) Yy (**)]
= (ug +v1,us +vo,uz +v3) ( Suma en R3)
Luego,

u+veR?

(2)

De (2),concluimos que (u+ v) es un buen candidato para pertenecer a W, pero falta verificar si satisface la

condicion que caracteriza W.

Para ver esto, debemos operar como sigue:
(w1 +v1) + (ug +v2) — (us +v3) = uy +v1 +uz+ vy —uz — v3
= (w1 +u2 —u3) + (v1 + vz — v3)
= 040 ((wver (x) y (xx))
=0
Conclusion, (u+v) € W

Etapa 3. Debemos verificar que si A € R y u € W entonces Au € W:

A = Aug,ug, uz) = (Aug, Aug, Aug) € R3
Por otra parte,
Aup 4+ Aug —Aug = Aug +ug —ug) =X0=0
Conclusion, \u € W, y W < R3
Ejemplo 2.2.2. Usemos el Teorema 2.2 para mostrar que
W= {AcMg(2) ]| A+ A" = (0)} < Mg(2)
En efecto, siguiendo la guia de nuestro teorema podemos generar la siguiente estrategia:

Etapa 1. Debemos verificar que W # ()

(00)emer o (35)+(50) -

Etapa 2. Debemos mostrar que:

o O
o O
~
+
N
o O
o O
[N e}

S~
Il
N

ueWAvEW = (u+v)eW

SiueW yveW entonces

o O

)ew



ueW <= ueMg(2)Au+u' = (0)
t
w— [ Y w2 o Mg (2) A U] U2 n U] U2 _
U21 U2 U21 U2 U21 U2
w— v w2z o Mg (2) A uin uiz o unn u2n ) 0
Ul U Ul U U2 U2 0
U1l U2 2u11 U2 + U21 00
<— u= € Mgr(2) A =
< Ugl U2 > =(2) < ug1 + u12 2ug9 > < 00
Andlogamente,
veW <« veMg(2)Av+v" =(0)
t
A Mg(2) A v viz ) (Ui Ui _ (0
Vo1 V22 Vo1 V22 Vo1 V22 0
A Mg(2) A v viz | L fom v 0
Vo1 V22 Vo1 V22 vi2 V22 0
V11 V12 2v11 V12 + V21 0 0
< v = € Mp(2) A =
< V21 V22 > r(2) < vo1 12 2092 > ( 0 0
entonces por una parte,
ut v = U1l U2 I vin V12 | _ ( Ui toun uiz + v € Mg(2)
U1 U2 V21 V22 Ug1 + V21 U2 + V22
Y por otra,
t
U] +vi1 U2 +vi2 u] +vi1 U2 +vi2
u+v+ (u+o) +
( ) U2l + V21 U2 1 V22 > < U2l + V21 U2 1+ V22 >
U] + v U2 +v12 I ur] + V11 ug21 + v
Ug1 + V21 U2 + V22 U2 + vz U2 + v22

Ast que, (u+v) € W

- & AL ARARAAS AT AR A

u11 +v11)
(ug1 + v21)

(ug1 + u21)

2u11

(ug1 + u21) 2u99

o O

)+
)

)

o O

- (4
- (
- (.
< 2u11 + 201
- (.
- (0
- (

aastA s SRR

+ (u12 + v12)

+ (vi2 + v12)

(u12 + u21)

At

(w12 + v12) + (u21 + v21)
2(U22 + Ugg)

(w12 + u21) + (vi2 + v21) >

(De (%) y (+x))

2u99 + 2v99
+ 2011 (vig + v21)
(vi2 + v12) 2099
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Etapa 3. Si A € R entonces
Ul U2 Autp Augg
Au = A = € Mg(2
< U1 U2 > ( Augr  Augg > r(2)
Por otra parte,

Au AU AU AU !
t 11 12 11 12
AU+ ()\u) o ( AUg1  AUgg > + ( Augy  Augo >
AUl AUuqg + Auir Augp
AUg1  AUgg Autz  Augo
. < 2 \uq1 Au1o + Auog )
A

Augy + Augo 2 ug9

2Muqq AMuig + u91)
(u21 + u12) 2 ug9

2uqy (u12 + u21)
(u21 + u12) 2ug

Asi que \u € W, y W < Mg(2)

n n

Ejemplo 2.2.3. Si W = {p(x) = Zaizni € R[] | Ziai = 0} entonces W < R, [z]
' i=0

En efecto

n
Ftapa 1. p(x) =0 € W, pues Zi-O =0
i=0

FEtapa 2. Sip(z) € W q(x) € W entonces

p(x) e W «—= p(x Za,x /\Zzal—O

g(z) eW «— p(x be /\Zzb—O

Ahora, por una parte;

Y por otra parte;

Zn:zal—l—b Zzal+zb Zwﬁ—Zb—O—l—O—O

=0 1=0
Conclusion (p(x) + q(x)) €
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Etapa 8. Si A € R entonces por una parte;

Y por otra parte;

f:)\iai = )\iiai =X0=0
i=0 i=0

Ast que, Ap(z) € W y W < R, [z]

Ejemplo 2.2.4. SiV es un K- espacio vectorial entonces Oy € W.

En efecto
W<V = XAueW (WAMAeK)A(Vu;ue W)
= 0-ueW (Pues, 0 € K)
— OyeW

Ejemplo 2.2.5. Si W = {(z,y,2) € R3 | x + 4y — 22 = A} entonces determinemos el conjunto.
S={AeR|W<R3}

Solucion

Debemos determinar los elementos del conjunto S, y entonces es necesario entrar al conjunto.
Ftapa 1. N\€ S<= A RAW < R?

Etapa 2. W <R3 = (0,0,0) € W, esto sigue del ejemplo anterior.

Etapa 3. (0,0,0) € W <= (0,0,0) e R3A0+4-0-2=X<= (0,0,0) eR3AN=0

Luego, 0 € S y {0} CS

Etapa 4. Si[u e WAv e W = (u+v) € W] entonces en particular debe ocurrir lo siguiente:

ueW <= u=(r,y,2) ER3Az+4y—22=)\
ueW <= 2u=(2z,2y,22) e R?A2z 48y —4z =\
= 2A=A
= A=0
Etapa 5. Como X € R entonces para u = (x,y,z) € W, Az + 4 \y — 2Az = \. Pero,
MA+4dy —22z=) = N =A== A=0Vvi=1

Asi que, S= {0} y W = {(z,y,2) € R® | 2 + 4y — 2z = 0}

Conclusién 2.2.6. El origen o elemento neutro del espacio pertenece a cada subespacio vectorial. Es decir
una condicion necesaria para ser subespacio es que el origen pertenezca a €l.
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Un espacio vectorial V es nulo o tiene infinitos elementos.

Ejemplo 2.2.7. Si AX = B es un sistema lineal de orden (n x m) y S = {U € Mg(n x 1) | AU = B},
(K=R VK =C) entonces

S<Mgk(nx1) <= B=/(0)

En efecto

S<Mgr(nx1l) = (0)eS
— A-(0)=B
— (0)=1B

Luego, hemos mostrado que: S < Mpg(n x 1) = B = (0)

Reciprocamente, si B = (0) entonces

1. A(0) = (0), luego S # 0

2. SiUy € SAU;y €S entonces A(Ur + Us) = A(Uy) + A(Usz) = (0) + (0) = (0). Asi que (Uy +Usa) €S
3. SideK yU; €8 entonces ANUy = NAU; = \(0) = (0). Asi que A\U1 € S

Luego, hemos mostrado que: B = (0) = S < Mg(n x 1). Asi que

S<Mg(nx1) < B=/0)

Conclusién 2.2.8. Las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de orden (n x m), cons-
tituyen un subespacio vectorial. Por ende un Sistema lineal homogéneo o tiene unicamente la solucion nula
o tiene infinitas soluciones

Observacion 2.2.9. Desde un punto de vista estructural el teorema 2.2, es una herramienta poderosa para
decidir si un conjunto es o no, un subespacio en un espacio vectorial dado, no obstante el tiene un problema

que lamentablemente para nosotros es crucial; pues, “no nos dice quienes son los miembros del subespacio
W.”

2.3. Ejercicios Propuestos de Subespacios.

(1) Demuestre que los siguientes conjuntos son subespacios de R", para n € N descrito.
(a) W ={(z,y) €R? |z + 3y = 0}
(b) W = {(z,y) € R? | 10z — 5y = 0}
() W ={(z,y,2) €ER? |z +y+ 2 =0}
(d) W ={(z,y,2) €ER3| bz +y — 2z = 0}

(e) W= {(z,y,2,w) ER |z +y+ 22z —w =0}
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y+2z—w}

(f) W:{(az,y,z,w)eR‘le: z

(2) Determine si los siguientes subconjuntos de Mg (n x m) son subespacios para n y m adecuados.

(a) W ={A € Mg(2) | A= —A'}, donde A’ significa la matriz traspuesta de la matriz A

(b) W = {(a;j) € Mr(n) | tr(a;;) = 0}. Donde tr(a;;) = Zaii’ y se llama la traza de la matriz (a;;)
i=1

(¢) W={AeMg(n)| det(A) # 0}

0 :en otro caso

(d) W:{A:(“ij)GMR(nHaij:{l : Sij=n+1—z'}

() W= {A = (aij) € Mg(n) | a;; = {“ij s Sij<i }

0 : en otro caso

0 : en otro caso

(£) W:{A:(az’j)eMR(n)\aij:{aU D Sij > }

(3) Demuestre que los siguientes subconjuntos de R, [z] son subespacios para n adecuado.
(a) W = {p(z) = ap + a1z + as2? | p(—3) = 0}

(b) W = {p(x) = ap + a1z + asa® + azz® | p(v/2) = 0}
(c) W= {p(aj) => @iz’ | ) ja;=0ij € [R- {0}]}
=0 =0
(d) W= {p(x) = Zaizni | Ziai = 0}
=0 =0

3. La Idea de Generador

En concordancia con la observacién anterior no estamos cumpliendo nuestro objetivo: Que es determinar
rapida y eficientemente los elementos del espacio vectorial, asi que si queremos cumplir nuestro objetivo
debemos cambiar el punto de vista. Como orientacion debemos recordar que un espacio vectorial o tiene
un elemento o tiene infinitos elementos. Por tanto, el punto es, generar un proceso que transforme en una
”idea finita”, lo que en realidad es en concreto no finito. Con esto en mente,

(1) Miremos en primer lugar, desde un punto de vista diferente al subespacio de R3. (Mirar desde otro
punto de vista significa, interpretar de un nueva forma las operaciones permitidas en el espacio).

Wi = {(z,y,2) € R® | z + 4y — 2z = 0} (3)
Ingresemos directamente al conjunto, es decir:
weW, <= u=(z,,2) €R> A z4+4y—22=0
= u=(z,,2) R} AN z=2z—4y
— u=(2z—-4y,y,2); zeR, yeR
— u=(22,02)+(—4y,y,0); zeR, y eR
— u=2(20,1)+y(—4,1,0); zeR, yeR
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W, = {)\1(2,0,1) + )\2(—4,1,0) | ()\1 € R) VAN (/\2 S R)}

La conclusién es la siguiente:

incognita incognita
u€W; <= Tiene solucién en K la ecuaciéon v = “ay > (2,0,1) + “ag (—4,1,0)
(2) Intentemos la misma estrategia con el subespacio
Wa = {(z,y,2) €R’ [z =y Az =0} (4)

De nuevo, entremos al conjunto.

weW, — u=(z,5,2) ER*ANz=yAz=0
<~ u=(z,z,0) Az eR
— u=z(1,1,00 Az eR

Asi que,

W, = {\1,1,0) |\ e R}

La conclusién es la siguiente:

incognita

u€ Wy <= Tiene solucién en K la ecuaciéon v = “a; " (2,0,1)

(3) Ahora tratemos de aplicar lo aprendido en el conjunto,

Wi+ Wy = {wy +wy | wy € Wi Awy € Wo}
(a) Wy +Wq #£0
En efecto
Ogs = (0,0,0) = 0(2,0,1) + 0(—4,1,0) + 0(1, 1,0) = Ogs € Wy + W,
Miés atin, Ogs € Wy, pues (0,0,0) = 0(2,0,1) +0(—4,1,0) y Ogs € Wy, pues (0,0,0) = 0(1,1,0).

Asi
que Oz € W1 NW,
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(b) Por otra parte,
u Wi NWy <= ueWiAue W,

— u=(z,y,2) ER*ANz4+4y—22=0Ax=yAz=0
— u=(z,2,0) eR}*Az+42=0

— u=(z,2,00 RNz =0

— u=1(0,0,0)

Por tanto,
Wi NW; = {(0,0,0)} = {0gs}
(c) Ahora para u € R? arbitrario tratemos de resolver la ecuacién
v = x1(2,0,1) +z2(—4,1,0) + 23(1,1,0)

Si conseguimos ese resultado entonces se verificara que
N W3 —
(i) R® =W, + W,

(ii) Tendremos una férmula para expresar los elementos de R? en términos de los vectores de
Wiy Wa.

Vamos entonces a resolver el problema para u = (z,y, z) arbitrario

(ZE,y,Z) = $1(2707 1) +$2(_47 170) + $3(17 170) — (ﬂj‘,y, Z) = (2:171 - 4$2 + 3,22 + $37331)

201 —4dxo 4+ 3 =
<~ T9+ I3 =y (*)
I = Z
Ahora resolvemos (*), usando nuestras técnicas
2 41 | =z 0 -4 1 | z—2z
0 11|y (h =l —13) 0 11 |y (Iy — 1y + 4l))
1 00 | = 1 00 | =
005 | z+4y—2z 00 1 | x+415;—2z
01 1]y (h — ) 01 1 | y (Iy = ly — Iy)
1 00 | z 10 0 | z
00 1 | r4+4y—22
010 | —x+§/+2z
10 0 | z
Por tanto,
z
1 y—T+ 2z _ 9 Ay — 9
To = 5 E (xjyjz) 22(270’ 1) +W(_47170) + M(l,l,())
x3 T+ 4y — 2z 5
5

(d) Finalmente, si adoptamos las siguientes notaciones:

a = {(2,0,1),(—4,1,0),5(1,1,0)}
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z
Yy —x+ 2z

—x+ 2z r+4y — 2z
[(‘Tvyvz]a - —1—45 2 A (x’y7z) = 2(2707 1) + %(_47 170) + ¢(17 170)
X Y — 2z
5 (S eWs

Hemos conseguido mostrar que

R = W;+W,

Y ademas podemos ahora ejercitar el nuevo simbolo:

(i) Para u = (2,0, 1) tenemos

1
0—2+2 1
[2707 1](1 - - 0
2+8—2 0

5

Pues,
(2,0,1) = (2,0,1) +0(—4,1,0) +0(1,1,0)

(ii) para u = (—4,1,0) tenemos

0
[(_47 1,0)]a = 1
0
Pues,
(_47170) = 0(27071) + 1(_47170) +0(17170)
(iii) Para u=(1,1,0) tenemos

0

[(1L,1L,0)e = [ O

1

Pues,
(1,1,0) = 0(2,0,1) +0(—4,1,0) + 1(1,1,0)

(iv) Para u=(1,1,1) tenemos

[17 17 1]a =

QU] QU] DN =

Pues,
2 3
(17171) = (2707 1) +g(_47170) +g(17170)

(4) Para el caso a = {(2,0,1),(—4,1,0),5(1,1,0)} hemos encontrado que R3 se descompone en la suma
del Plano W; y la recta W,. Similar a lo que sucede con el plano R? que se descompone como la suma
del eje x y del eje y.
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Definicion 3.1. Sea V un K espacio vectorial y considere los subconjuntos W1 y Wso tal que W1 <V y
Wo <V. Diremos que V es suma directa de los subespacios W1 y Wo en simbolos V=W & Wy. 57

(1) V=W;+W,

(2) Wi NWy = {Ov}

Ejemplo 3.1.1. SiW; = {(z,y,2) €R3 | 2 +4y —22 =0} y Wo = {(z,y,2) €R3 | 2 = y Az = 0} entonces
R = WioW,
= <{(27 07 1)7 (_47 17 0)}> ® <{(17 17 0)}>

Teorema 3.2. Sea V un K espacio vectorial y {v1,va,...,v,} CV entonces

W:<{U1,U2,...,’L)n}> = {ZT’Z’L)Z|T’ZEK(1§Z§TL)} <V
i=1
En efecto

(1) Oy eVyOy=0-v1+0-v9+---+0-v,. Asi que Oy € W, y W #£ ()

(2) Sean u € W, w € W entonces

n

uelW <— u:Zai-vHaieK(lgign)

n

i:nl == u+w = Z(ai+bi)'vi cW
weW <— w:Zbi-vi]bieK(lgign) i=1
i=1

(3) Sean u e W y A € K entonces

n

Ay = )\'Zn:ai-vi:Z()\-ai)-viEW
i=1

i=1
Ast que W <V

Definicion 3.2.1. Si 'V es un K espacio vectorial entonces el conjunto

n
(1) W = {v1,v9,...,0,}) = {Z riov | eK(1<i< n)} Se llamard subespacio generado por o =
i=1

{v1,v2,...,0,} y cada v; para i =1,2,...,n se llamard un generador.
(2) uw € V, se llamard una combinacion lineal de o = {vi,ve,...,v,} si u € W, es decir existen n -
escalares, digamos {a1,az,...,a,} tal que

n
u = E a; - Uy
i=1

Es decir, los elementos de W se llaman combinaciones lineales de oo = {v1,va,...,v,}
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3.3. Ejercicios Propuestos de Generadores.
(1) Sea W = ({(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R

(a) Demuestre que (2,2,2) € W. Es decir, resuelva la ecuacién vectorial
(27 2, 2) = a1(17 0, 0) + (12(1, 1, 0) + (13(1, 1, 1)

(b) Demuestre que (x,y,z) € W, para cada (z,y, z) € R?

(c) Concluya que R® = ({(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)})

(2) Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,v2}. Demuestre que

({v1,v2}) = ({v1,v1 +v2})

(3) Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,v2}. Demuestre que

({v1,v2}) = ({v1 — v, v1 + v2})

k
(4) Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,...,v,} C V. Si 8 ={wy,...,w,} CV tal que wy = Zvi
i=1
para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que

({v1,v2,...,0}) = {wr,wa, ..., wy})

k
(5) Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,...,v,} C V. Si 8= {wy,...,w,} CV tal que wy = Zjvi
i=1
para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que

({v1,v9,...,0n}) = ({wr,wa,...,wy})
(6) Demuestre que
o Wy ={(z,9,2) cR®} |z —y—2=0} <R3
o Wy ={(z,9,2) eR} |z —y=0Ay—2=0} <R?
o Wy + Wy = {w; +ws | w1 € Wy Awy € Wa} <R3
o R3 =W; + W,
o Wi NWy = {0ps}

En general, si V es un K espacio vectorial, Wy <V y Wy <V entonces V se dice “Suma directa de los
subespacios Wy y Ws ”si

o V=W; +Wy
e Wi NW, = {0v}

En tal caso, notamos V = W; 5 Wy
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(7) Demuestre que
R? = {ejex} @ {ejey}
(8) Demuestre que
Mg(n) = { matrices simétricas} @ { matrices antisimétricas }
(9) Demuestre que

Rn[$] = Ro[l‘] D ({l‘,l‘2, ce ’xn}>

4. Sistemas de Generadores

SiV es un K espacio vectorial entonces V < V. Asi que tiene sentido preguntar, ;si existen o no generadores
para el propio V7. En general podemos hacer la siguiente

Definicién 4.1. Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,va,...,v,} C 'V, «a serd llamado un sistema de
generadores para V si

V = {(a) = {v,v9,...,0,})

Equivalentemente: « es un sistema de generadores si para cada v € V existen n - escalares, digamos
ai,as,...,a, tales que

V= a1v1 + agvg + - - - + apvn,

O en lenguaje mas pragmdtico:

a es un sistema de generadores si para cada v € V' la ecuacion vectorial

v =aiv1 + agvs + - - + apv, (5)

tiene solucion.

Ejemplo 4.1.1. ¢(n) = {e1,e9,...,e,}, donde

€1 = (7

1,0,0,...,0)
es = (0,1,0

) 0)

)

en = (0,0,0,...,1)

es un sistema de generadores para R™, ya que

(x1,@2,...,2y) = x1€1 + To€o + +++ + Tpey (6)

2

Por la forma de (6), se acostumbra a llamar a “c(n) con el nombre de generadores candnicos.

Ejemplo 4.1.2. m(n x s) ={E;; | (1 <i<n)A(1<j<s)}, donde

B 1: en la posicion ij
" 0: en otra parte

Es un sistema de generadores, también conocido como sistema de generadores candnico de M (n X s)
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Ast por ejemplo, para n=s = 2

b
(Z d> = akrq + bE o + cko + dFE9

Luego,
1 0 01 0 0 0 0
= ({6 0) (50 ) (7 0)- (0 1)})
Ejemplo 4.1.3. p(n) = {1,z,22,...,2"} son los generadores candnicos de R, [x],
pues,
g(z)=ap-14+a; -+ -+ ax"
Es decir,

Ry[z] = ({1,z,22,...,2"})

4.2. Construccion de sistemas de generadores. Estudiemos algunas situaciones que nos permiten con-
struir sistemas de generadores.

(1) Sea V un K espacio vectorial y o« = {v1,v2} entonces
V= ({vi,02}) =V = {vi,v1 +v2})

En efecto

(a) En este caso tenemos que demostrar que V = ({vi,v1 + va}), es decir debemos mostrar que la
ecuacion vectorial,

v =aivy + (12(211 + U2) (7)

Tiene solucién para cada v € V.
(b) Analizamos los datos.

Como V = ({v1,v2}) y v € V entonces tiene solucién la ecuacién vectorial

v = byv1 + bavg (8)

Es decir, existen b; € Ky b € K tal que (8) es una identidad.
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(c) Supongamos por un instante que la ecuacién vectorial (7), tiene solucién entonces

v o= av + ag(vy + va)
= a1V1 + a1 + a2v2
= (a1 + ag)vl + asve

Luego, basta que tomemos:

a + ay = b
a2:b2

De donde sigue que, a; = by — by A ag = by y entonces hemos mostrado que

v="bvi + bvy — v = (bl — bg)’Ul + bg(?)l + 1)2)

Y la conclusién es que V' = ({vy,v1 + va})
Una solucién Alternativa para mostrar que ({vy,ve}) = ({v1,v1 + v2})
Observemos que

(i) vy =1-v1 4+ 0 (v1 + v2), luego vy € ({vy,v1 + v2})
(il) vg = (=1) - vy + 1 - (v + v2), luego ve € ({v1,v1 + vo})
(iii) Asi que,

({v1,v2}) € ({1, 01 +v2})

Andlogamente,

(i) vi =1-v1 +0- vy, luego vy € ({v1,v2})
(ii) v1 + v =1-v1 + 1+ vy, luegovy + vo € ({v1,v2})

(iii) Asi que,

{v1,v1 +v2}) € ({vr,02})
Luego, de (9) y (10), sigue que

(o1, v1 +v2}) = ({v1,02})

(2) En general si V un K espacio vectorial y a = {v1,va,v3,...,v,} C V. entonces

k
V ={v,ve,...,00}) =V = {wy,ws,...,w,}) donde wy :Zvi; y (1 <k<n)
i=1

En efecto

¢ En primer lugar, para cada k = 1,2,...,n tenemos que:

k
wp=Y vi=1l-vi+1-va+-+1-v, = wy € ({v1,v2,...,vn})
=1

(11)
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¢ En segundo lugar, por definicién:

u € ({wr,we,...,wy}) <= u=ajwy + agws + - -+ + aywy,

4 Aplicando (11) en (12) tenemos que
u € ({wy,wy,...,wy}) <= u=ajw;+ agwy + -+ apwy,)

1 2 n
== UzalzvﬂrazZviJr---JranZvi
i=1 i=1 i=1
n n n
= u= (Za,) v + (ZCLZ) vy 4 - ( Z
i=1 i=2

Qi | Un—1+ an Up
1

1=n— Cn
N — —— —_——
c1 c2 Cn—1

— U =CV] +CU2 + *+ Ch_1Un—1 + Cr¥y
= u € {v,v2,...,0,})

4 Conclusién:

w1, wa, ..., wy}) C {v1,v2,...,0,})

¢ Reciprocamente, v1 = wy y para k =2,3...,n vy = wg — wi_1. Asi que
n
u € ({v1,v9,...,0,}) <= u= Zaivi
=1

n
— U =aw + Zai(wi — wi_l)
1=2

n

== u= Z(ai — Qiy1)W;
i=1
= ue {w,wy,...,wn})

4 Conclusién:

({v1,v2,...,0,}) C {wr,wa, ..., wy})

¢ Finalmente, de (13) y (14). Sigue que

({v1,v9,...,05}) = {wy,wa,...,wy})

(3) Si consideramos los conjuntos de polinomios

U = {p(z) = ag + a1z + asz? + azz® € R3[x] |ap —a1 =0Aaz —az =0} y

W = {q(x) = by + b1 + bax® + b3x® € Ra[z] | bp + by = 0 A by + b3 = 0} entonces

(a) U< Rslz] y W < Ry[z]

(12)

(14)
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En efecto

Usaremos la técnica de los generadores para mostrar que tanto U como W son subespacios

p(z) €U <= p(x)=ag+arx + asz’® + azz® €R3[z] A ag—a; =0Aay—az =0
— plx)=as+az+ asx® + asx® € Rs[z] A ap = a1 Aag = ag
— p(w):a0+a0x+a2x2+a2x3/\aoe}R/\ageR
— p@)=ap(l+x)+ag(z®+2%) A ag€R A ap €R
— p(z)e {1l +z,2°+ %))

Es decir,

U = ({142 +2%) <Rsfa]

Anélogamente,

p(x) €W <= p(x) =ap+ a1z + agz® + azz® € Ry[z] A ag+a; =0Aas+a3 =0
<— px)=as+ax+ asx? + asz® € Rs[z] A —ag = a1 A —ag = ag
— p(w):ao—a0m+a2x2—a2x3/\aOE]R/\aQE]R
— plx)=ag(l —x)+az(z®* —2%) A ag €R A ag €R
— pz)e ({1l —=z,2%—2%))

Es decir,

(b) R3fz] =Wea U
En efecto
Ahora para mostrar que R3[x] = U @ W, debemos resolver en primer lugar la ecuacién

plz) = w+u (weW A uel)
c1(1— ) + ca(2? — %)+ c3(1 + x) + ca(2® + 2%), (Para p(x) € R3[z])

Entonces

ap + a1 + agr® +azx® = (1 —2) 4+ ca(@? — 2°) + c3(1 + ) + ca(a?® + %)

= ¢ —cxr+ cza:2 — c2x3 +c3 + c3x + 04332 + 04953

= (¢ t+c3+c3r—cx+ C4x2 + C2x2 - 02:1:3 + C4x3

= cg+es+(es—c))r+ (o + 04)332 + (eq — 02)333
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Asi que,

apg — aq
c1 =
c1+c3 = ag c3 = aoial
_ — 2
cpt+ec3 = a1 N  ayZaz
co+cqg = ag Cy =
—Cy+cq4 = ag CLQ%CLg
Cy =
2
Luego,
ap — a as —a ap+ a as +a
ap + a1 + apr® + azz® = %(1—%)—% 22 S22 — )+ L1 4 2) + 22 + 2P)
ew el
Por tanto,
Rg[l’] = W+ U

En segundo lugar, debemos mostrar que WN U = {0g, M}' Para ver esto hacemos

p(z) EWNU <= p(x) e WAp(z) €U

p(z) =b1(1 — ) + ba(a® — 2%) A p(x) = bs(1 + ) + by(z” + 2°)
b1 — b1z + boa® — byx® = bz + by + bya” + by’

(b1 = b3) A (=b1 = b3) A (by = ba) A (—bz = by)

by =by=0Aby=b;=0

p(z) = Ogya]

11t

De donde sigue lo pedido, WN U = {Og, 5}

(c) A partir de U y W, obtenemos un sistema de generadores para Rs[z], pues

ap —a az —a ap+a a2 +a
ap + a1z + axr? + azr® = 02 L1—2)+ 2@ -2+ 2L 4 2) + 23 (12 4+ 27)
ew €u
Y,
Rsyfz] = ({1 —xz,2% —2%1+2,2% + 23}

En particular, en este sistema tenemos que.
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ag — ax

az — ag

lao + a1z + apz® + a3x3]a =
ag + ai

a2 +asg

5. Dependencia e Independencia Lineal

Siempre con la idea de fondo de construir un procedimiento finito que determine rapida y eficientemente
los elementos de un espacio vectorial, y considerando que ya tenemos una representacion via el concepto de
Sistema de generadores, ahora queremos garantizar que esta representacién ”es segura.”

Para ello iniciamos nuestro andlisis considerando un sistema de generadores o = {vy,v9,...,v,} de un
espacio vectorial de V, es decir,

V= ({U17U27-" 7UTL}>

Equivalentemente, para cada u € V existen ¢y, co,...,c, en K tal que

n
v = E C;V; = C1U1 + CUg + - - - 4 CpUn
i=1

O en lenguaje méas pragmatico: Para cada v € V' la ecuacion vectorial

V=1V + TV + -+ + TpUp

tiene al menos una solucion en K"

Motivados por lo anterior construyamos ”una relacion entre la teoria y la practica.”

Definicién 5.1. Sea a = {vy,v9,...,v,} C V un sistema de generadores para V entonces definimos la
relacion [ o : V— Mg (n x 1) como sigue:

c1
C9 n

a=1] . GMK(nxl)@v:chvkeV
: k=1
Cn

Ejemplo 5.1.1. Si a = {(1,1),(1,—1))} entonces a es un sistema de generadores para R?, pues

(wy) = 2+,
Asi que,
Tty
(@, y)]la = a:gy

2
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Ejemplo 5.1.2. Si o = {vy,v2,...,v,} C V un sistema de generadores para V entonces para, w € V,
B ={v1,va,...,0,,w}, también genera V, y

€1
Co n
[w]g = : W= Z cpvp +0-w ( Pues, a genera V)
n k=1
0

Por otra parte, tenemos "una fuga de sequridad” ya que existe una representacion diferente para w, pues

0
0 n
W= | ¢ | =S 0m+1w
0 k=1
1
Observacion 5.1.3. Para caracterizar esta "fuga de sequridad”, supongamos que o = {v1,va,...,v,} es un

sistema de generadores para V y que u € V tiene dos representaciones diferentes en este sistema entonces
debemos tener

n n
(1) u= Zakvk yu= Zbkvk
k=1 k=1

(2) Si estas representaciones son distintas entonces existe (i;1 <1i <n) tal que a; # b;

(3) Luego, tenemos que

n n n
D agvp = bop, = > (ar —by)op = Oy
k=1 k=1 s

— (a1—bl)vl—I—(ag—bg)vg—l—---+(ai—bi)vi+~-—|—(an—bn)vn:0V
£0

Asi que, el Oy se escribe, al menos de dos formas diferentes
Oy = 0vy+0vg+---+0v,

= (a1 —br)vr + (a2 — b2)va + - + (a; — b)) v + - + (an — by)vy,
£0

Conclusién 5.1.4. Si un vector u € V se representa en mds de una forma, como combinacion lineal de los
elementos de o entonces el vector nulo Oy se representa en mds de una forma, como combinacion lineal de
los elementos de a.

Luego, en virtud de nuestra ldgica, podemos decir que: Oy, se escribe de una unica forma como combinacion
lineal de los elementos de o entonces todo vector del espacio posee la misma propiedad.

Definicién 5.2. Sea V un K espacio vectorial, y o = {v1,va,...,v,} C V. Diremos que « es un conjunto lin-
ealmente independiente en V si Oy, se escribe de una unica forma como combinacion lineal de los elementos
de a, en simbolos Li. Caso contrario diremos que « es un conjunto linealmente dependiente, en simbolos Ld.
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Es decir, a es Li en'V Si
a;v1 +asvs +azvg + -+ apv, =0y = a1 =ay=---=a, =0

Ejemplo 5.2.1. Sia={1,1+x,1+x+ 22} C Kay[z] entonces o es Li en Ka[z].
En efecto

De acuerdo a la definicion. Si suponemos que ay -1+ az(1+ ) +az(1 4z +2?) = Ok, [z entonces debemos
mostrar que a1 = ag = az = 0. Por tanto,

01'1+a2(1+:17)—|-a3(1+:17—|—x2)ZOKZM — a1 + a2 + asx + a3 + asz + azz® = 0 + 0z + 022
— (a1 + ap + a3) + (ag + a3)z + azz® = 0+ 0z 4 022

a1 +as+az3 = 0
- ao+a3 = 0|l—a3=ay=a1 =0
a3 = 0

Luego, v es Li en Ky[z]

Ejemplo 5.2.2. Si B ={1,1+x,1+z+ 2?1 -2 —22%} C Ka[z] entonces ; B es Li 6 Ld en Ka[z]?.
Estudiemos el problema

Supongamos que ai -1+ az(1+ ) + az(1 + 2 + 2?) + as(1 — x — 22?) = Ok, [, entonces

ai + as + asx + as + asx + asr® + ag — agx — 2a42% = 0+ 0z + 0z —
(a1 4 ag + a3 + ag) + (a2 + a3 — ag)z + (a3 — 2a4)2? = 0+ 0z + 02° =

ar+az+az+as = 0
as+az—ag = 0 (*)
a3—2a4 = 0

Luego, B es Ld en Kslz|, pues, si A es la matriz de coeficientes del sistema (x) entonces p(A), puede ser
como mazrimo 3, y el nimero de incognitas es 4 de donde siguen que el sistema tiene infinitas soluciones.

Podemos determinar esas soluciones:

1 11 1 1 0 0 2 1 0 0 -2
01 1 -1 (ll — ll — lg) 01 1 -1 (lg — lg — lg) 01 0 1
0 01 =2 0 01 =2 0 01 -2
Las infinitas soluciones son de la forma: a1 = —2a4; ay = —ay; a3 = 2a4 y su expresion es de la forma:
040z +022 = —2a4 —as(1+2) + 2041+ 2+ 23 +as(1 —z — 22%) (a4 € K)

6. Base y Dimensién

Ahora tenemos construidas y listas para usar, las piezas precisas para garantizar la existencia y unicidad
de una representacién como combinacién lineal, para cada vector de un espacio vectorial. Partimos con la
siguiente:

Definicién 6.1. Sea V un K espacio vectorial, y o = {v1,va,...,v,} C V. Diremos que o es una base para
el espacio vectorial V si
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(1) « es un sistema de generadores para V
(2) a es un conjunto linealmente independiente en V

Es decir, para cada u € V existen unicos escalares ai, a9, ..., a, tal que
n
u = E a;V; = a1V + a2 + -+ - + apvy
i=1

Equivalentemente, la funcion

a
o : V — Mg(nx1 | e R
u — [ua ; donde |ulo = : — u= kz_lakvk
an -
Es una biyeccion
Ejemplo 6.1.1. S5i V =K" entonces
c(n) ={ez,e2,...,en}
La llamaremos la base candonica de K™, pues;
r1
Z2
(T1,T2,...,%n) = T1€1 + Tae2 + -+ Tpen = [(T1,T2,...,%n)|c(n) =
T

Ejemplo 6.1.2. Si V= Mg(n X s) entonces
mnxs)={Ej; | (1<i<n);(1<j<s)}

La llamaremos la base candnica de (M) (n X s), pues por ejemplo para n = s = 2

(xll $12> = x11F11 + x19F12 + 191 o1 + x99 FE99
€21 X22
10 0 1 00 v
11 (O 0> + 212 <0 0> + 91 (1 O> + 92 (O 1>

Ejemplo 6.1.3. Si V = Klz| entonces
p(oo) = {Lz,2%,...}

La llamaremos la base cancénica de los polinomios con coeficientes en el cuerpo K, pues genéricamente un
polinomio se escribe como,

px)=ap-14+a1-z+ag-2°+ - +az’; (teN)
En particular,
p(n) = {1,x,x2, .2} (neN)

La llamaremos la base candnica de K, [x], el espacio vectorial de polinomios hasta de grado n.

Ejemplo 6.1.4. En K", sea o = {v1,v9,...,v,} una base entonces
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e caw={c-vy,c-va,...,c vy}, es una nueva base de K", para cada ¢ € K — {0}

n
o at = {v,v1 +vo,... ,Zvi}, es una nueva base de K"
i=1
J
o En general f = {wi,ws,...,w,}, donde w; = Zaivi, para (a1, as,...a,) € K" fijo, es una base de K™
i=1

Ejemplo 6.1.5. Sea V = {f : [-7, 7] — R| tal que f continua }. Si definimos el subespacio de V

W = ({1,sen z, cos z, sen 2x, cos 2z, . . . , SeN NI, COS NT })
entonces o = {1,sen z, cos x,sen 2x, cos 2z, . .. ,sennx, cosnx}, es una base de W, para cada n € N
Teorema 6.2. Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,va,...,v,} una base de V entonces cualquier sub-

conjunto de V' que posea mds de n-elementos es linealmente dependiente

En efecto
(1) Sea o = {v1,v2,...,v,} una base de V, y B = {wi,ws,...,ws} CV, donde n < s
(2) Supongamos que ciwy + cowg + cgws + -+ + csws = Oy
(3) Como « es una base entonces en primer lugar, cada elemento de V tiene representacion como com-

binacion lineal de sus elementos (Es un sistema de generadores). Asi que en particular para cada
w; (1 <i<s) tenemos que

wp = anvr+av2+ -+ ARty awr = aanvi et et
wy = a21v1 + axgv2 + -+ + a2ty CW2 = 2021V e C2a2Un
w; = a;1v1 + aipve + - + aintn CW; = Ciaj1V1 + -+ CiGinUn

Ws = Qg1 + Ag2V2 + -+ + AspUpn CsWs = CsQs1V1 + -+ + CsQspUp

S S
oy = E ciai | o1+ + E Ciin | Un
i=1 =1
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En sequndo lugar, o es linealmente independiente en V, asi que, forzosamente debemos tener que

S
Z cGaip = 0 ajicy +agico + - +agics = 0
=1 aioc1 + ageco + - +ages = 0

s :

E iy, = 0 a1pC1 + G2pCo + -+ agpcs = 0
i=1

Como n < s entonces el sistema homogéneo (xx) tiene infinitas soluciones, es decir, el conjunto 3 es
linealmente dependiente.

Corolario 6.2.1. Todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad, es decir el mismo
numero de vectores.

En efecto

Supongamos que o = {v1,va,...,0,} y B = {w1,ws,...,vn} son dos bases del espacio vectorial V. Apli-
cando el contenido del teorema 6.2 tenemos dos casos simultdneos que analizar,

(1) Sia={vi,va,...,0,} es una base entonces n es el nimero mdzimo de vectores linealmente indepen-
dientes, asi que si B es otra base entonces su niumero de vectores linealmente independientes m debe
ser menor o igual que n

(2) Si B = {wi,wa,...,wy} es una base entonces m es el nimero mdzrimo de vectores linealmente inde-
pendientes, asi que si « es otra base entonces su numero de vectores linealmente independientes n debe
ser menor o igual que m.

(3) Asi que n = m, pues ambos son nimeros naturales.

Definicion 6.3. SiV es un K espacio vectorial. Llamaremos dimension de V sobre el cuerpo de escalares
K a la cardinalidad de una base de V, y la notaremos por dimg (V)

Ejemplo 6.3.1. Usando la informacion acrisolada en los ejemplos, y observaciones anteriores tenemos que:
(1) dimg(R™) = n; pues card(c(n)) =n
(2) dimc(C™) = n; pues card(c(n)) =n
(3) dimg(C) = 2;
(4) dimg(K,[z]) =n + 1; pues card(p(n)) =n+1
(5) dimg (K[z]) = oo; pues card(p(co)) = oo

(6) dimg(Mg(n x s)) =n-s; pues card(m(n X s)) =n-s

Teorema 6.4. Sea V un K espacio vectorial tal que dimg (V) =n, y a = {v1,v9,...,v,} CV entonces

a linealmente independiente <= « sistema de generadores

En efecto
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Etapa 1. (=). Por demostrar que |o Li entonces a genera V.

Del contenido del teorema 6.2 sugue que el conjunto = {vy,va,...,v,,u} es linealmente dependiente
(Vu;u € V).
Luego, existen escalares ai,as,...,an11, no todos nulos tales que a1vi + asve + - -+ + apvy + apyi1u = Oy.

e Siant1 # 0 entonces

a1V + agva + -+ apvp + appiu =0y = a1v; +agve + -+ apvy = app1u

aq a9 (079
= v+ Vg + -+
Gp41 Ap41 Gp41

Up = U
Asi que a en este caso genera V

e Siant1 =0 entonces
a1v] + agv2 + -+ + apvp + anr1u =0y = a1v1 +agve + -+ apv, = Oy
= ap=as=--=a,=0 (aesLi

Pero entonces contrariamos el hecho de que existen escalares no todos nulos, asi que este caso no es
posible, para esta dimension.

Etapa 2. (<=). Por demostrar que [o genera V] entonces o Li.

En cualquier caso sélo existen dos posibilidades, que o sea Linealmente independiente o linealmente depen-
diente.

Pero, si « linealmente dependiente entonces dimg (V) < n, lo cual contradice nuestra hipétesis. Asi que este
caso no es posible.

Teorema 6.5. Sea o = {uy,u,...,u,} C K", tal que u; = (aj1,ai2,...,a;n) entonces a es linealmente
independiente si y solo st

ailr a2 ... A1n
asr a2 ... aon
az; d4asy ... asn
det ajgr Q42 ... QAgn 7& 0

an1 Qp ... Ann
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En efecto

Supongamos que ciul + cag + - -+ + c U, = Oy entonces

ciul + coug + - + cpuy, = Ogn — cl(all, ag, ... ,aln) + Cg(agl,agg, .. ,agn) + -+
Cn((lnl, a2, . .- 7arm) = Ogn
ajicy +agico+ - +apnie, = 0
a12¢1 + ageco + -+ apze, = 0
—

a1nC1 + agnCa + -+ appcn = 0
ail a1 ... anl C1 0
alg a2 ... an?2 Co 0
Aip @2 ... GQpp Cn, 0

El sistema (%) tiene solucion inica, ¢y = cg = -+ = ¢, = 0 si y sélo si la matriz de coeficientes del sistema

homogéneo es invertible. Es decir

allp a2 e A1n all ail2 e A1n
as1 a2 e aon agl a9y e aon

det | . . . =det | . . . £ 0
an1 Aap2 ... Ann an1 Qpy ... Apn

Conclusién 6.6. Frente a nuestro objetivo consistente en 7 determinar rdpida y efectivamente a los ele-
mentos de un espacio vectorial”, podemos decir lo siguiente:

(1) Un espacio vectorial hay que entenderlo respecto de una base (o = {v1,ve,...,v,}), 0 “sistema de
referencia” o “reglas del juego”.

(2) como [ es un biyeccion entonces llamamos coordenadas de w € V a [u], € Mg(n x 1), y a este dltimo
lo llamamos espacio coordenado.

(3) Asi que un espacio vectorial puede ser de ahora en adelante, identificado como una estructura hibrida,
formada por dos partes equivalentes, pero con funciones diferentes y muy precisas.

En efecto
(V, ) Teoria:Combinaciones lineales
V< $ o I
Mg (n x 1) Prdctica: Coordenadas

(4) El problema que aparece, y por tanto hay que abordar mds adelante es: ;Cdomo se relacionan dos triadas
diferentes?. Es decir



- & AL AAAAL AT RssiAsf AN A AR SRR e A

MK(TL X 1) MK(TL X 1)

6.7. Ejercicios Propuestos de Base.
(1) Determine el conjunto

S = {(a,b) € R* | (=2,b,1) € ({(a,0,2), (4,a,—2),(—2a,—2,a)})}

(2) Determine si los siguientes conjuntos son subespacios en el espacio vectorial correspondiente. En caso
afirmativo, determine una base para el subespacio.

(a) W= {(a,b,c,d) € R* | a®> + > — 2 — d*> = 0}

(b) W:{(j Z)eMR(2)|[a:d/\b:0/\c:2d]}

(c)W:{BeMR(2)|B-<; }):@ 1)-3}

(3) Sea oo = {v1,v9,...,v,} una base del K espacio vectorial V. Demuestre que

B ={wi,wy,...,w,} tal que w; = avy +v; (i=1,2,...n),(a € K) es una base de V

. 3 2 2 1 6 5 5 4 . .
(4) Sla—{<2 1>,<1 0>,<4 2>,<4 a)}CMR(2) entonces determine el conjunto

B ={a € R|a No es una base de Mg(2)}

oo {(3 1) (4 1)-(3 (1 e

(a) Demuestre que « es una base de Mg (2)

(b) Determine [( g Z >L

(6) Dado el sistema lineal

—2r7 + 2 + x3 = a
rT — 2x9 + r3 = b (*)
Ty + x99 — 2x3 = ¢

(a) Demuestre que W = {(a,b, c) € R? | (%) Tiene solucién } < R?

(b) A partir de una base del subespacio W obtenga una base de R?

7. Coordenadas y Matrices

El problema que abordaremos es exactamente, ;Cémo se relacionan dos triadas diferentes?. Es decir ;Qué
relacién existe entre los sistemas de gestion de la informacién determinados por las bases a y 57

En simbolos tenemos
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o — L ]ﬁ
MK(TL X 1) MK(TL X 1)
Equivalentemente, si a = {v1,va,...,v,} v 8 = {wy,ws,...,w,}, para cada u € V tendremos que
u:ZaiviGV — u:ZbiwiEV
i=1 1=1
1 1
aj bl (15)
as b2
[u], = : €eMg(nx1) — [u], = : € Mg(n x 1)
an bn,

Luego (15), nos sugiere que debemos generar un proceso que transforme coordenadas en la base a en coor-
denadas en la base .

7.1. Propuesta de Estrategia. Para analizar esta situacion, verificaremos directamente el comportamiento
de la funcién [|,, (donde 7 es una base cualquiera del espacio), con respecto a las reglas bésicas con que se
generan los vectores. Es decir:

(1) Mostraremos que la funcién [ | > bara cualquier base v = {21, 22, ..., 2, } de V, respeta las operaciones
del espacio V. Es decir que (Vu;u € V), (Vo;v € V) y (VA; A € K), se verifican:

(a) fu+ vl = ful, + [,
(b) [Aul, = Aful,
En efecto

n

n n
Siu= Zcizi yu= Zdiz,- entonces u + v = Z(c, + d;)z;. Asi que

=1 =1 =1
c1+dp c1 dq
ca + do Co do
[u+vl], = : = N = [u], +[v],
cn + dp Cn dp,

n

Andlogamente, si A € K entonces \u = Z(/\ci)zi. Por tanto

=1
/\61 C1
/\62 C2

Aep, Cn,
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(2) Siguiendo la idea propuesta por el diagrama (15). Apliquemos la funcién [ ]z, a los elementos de la
base . Es decir

ails
n a2s
Vg = A15W] + AosW9 + A35W3 + -+ + QpsWy = Z isW; [vs]ﬁ = . (1<s<n)
i=1 :
Ans

(3) Ahora usemos la informacién acopiada, en el caso general, es decir siu € Vy u = E CsVs entonces

s=1
a1s ail a2 A1n
n " n ags as as azny
[ulg = E csUs| = E cs [vs|g = E Cs . = : + ¢ : + oty :
s=1 B s=1 s=1 . . . .
Ang anl an2 Ann
+ Fotena itz A c
cia Coa
1011 2012 nGin asy sy -+ aop 1
Cc1a21 + C2a92 + -+ + CpGap . C2
’ anl an2 e Ann
C1ap1 + C2ap2 + -+ + Cpann ~— =~ ~~~ Cp,
[l  [v2s [nlg /) et
[u]a

(4) Ya henos encontrado la relacién, como era de esperar una matriz, que traslada la informacién de una
base a otra, asi solo resta que la denotemos formalmente, porque incluso ya sabemos como determinarla.

Definicién 7.2. La matriz de orden n, [I]g = ([v1] [v2]g .- - [vn]p), se llamard la matriz cambio de base de
« para 3

Fquivalentemente,
aj; aip ... A1p
3 a1 azy ... a2,
s =
ap1 An2 ... QApn

Ademds hemos mostrado el siguiente importante resultado

Teorema 7.3. Si V es un K espacio vectorial de dimension n, a = {v1,va,..., 05} ¥y
B = {wy,ws,...,wy} son dos bases entonces
115 [u] = [u] (Vu;u € V) (16)
Corolario 7.3.1. Si V es un K espacio vectorial de dimension n, o = {vy,va,..., 05} ¥y
-1
B = {wy,ws,...,wy} son dos bases entonces [I]g € UMk(n)) e <[I]£> = [I]3
En efecto

En primer lugar, (Vu;u € V) tenemos que:

(021105 [y = (103 (115 [ul) = (1 [l = [l
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Y en segundo lugar,

Conclusién 7.3.2. Lo anterior puede ser sistematizado a través del siguiente diagrama.

1y

(V,8) 2u=)Y_dw

i=1

U = Zcivi € (V,a)
i=1

C1 dl
C9 d2
[u], = € Mg(n x 1) Mg(n x 1) > ) = [ulg
7. :
Cp, dn

7.4. Ejercicios Propuestos de Coordenadas.
(1) Sia={r,3+2%2+22?} CRyxy 8= {x+3,2—2,2% +1} C Ry[z] entonces

(a) Demuestre que o y 3 son dos bases de R?
(b) Determine
(i) [6 — 4z + 82%], A [6 — 4z + 8225
i) [9—z+72%)3 A [9—2+T72%,
B
8 a
(iif) [fay []3
c) Muestre que
()
(i) [1)a[6 — 4o + 822 = [6 — 4z + 8275

(i) []3[9 — =z + 722 )5 =19 — 2+ T2? ],

1 -1 2
(2) Sea 8 ={(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} una basede R, y A= [ 3 0 1 | € Mg(3). Determine, si es
2 -2 4

posible, una base « del tal forma que A = [I ]5 Si es posible exhiba una tal base «, si no justifique con
precision meridiana su respuesta.
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8. Situaciones de Desempeno: Espacios Vectoriales

8.1. El objetivo de esta seccion es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que
le permitan:

(&) Estimular la comprensién de lectura en problemas mateméaticos.
(&) Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

(%) Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

(%) Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojala eficiente), para responder al problema planteado.
(&) Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades

bésicas que debe conocer, y ”en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

8.2. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

(x) Lea cuidadosamente el problema.

(x) Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

(%) Trate de entender en la forma més clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta
de mas.

(%) Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que

debe probar.

8.3. Situaciones de Desempeno Propuestas:
(1) Demuestre que W = {p(a:) = Zn:aixi € Ry [z] | Zn:z'a,- = O} <R, [z]
i=0 i=0
(2) Sea W = {p(x) = ag + ar1x + azx? | p(1) = 0}. Demuestre que W < Ry[x]
(3) Sean Wy = {(w,y,2) /2x —y—2=0} CR3 y Wy = {(x,y,2) / 2+ 2y + 32 =0} CR3
(a) Demuestre que W; < R? para (i = 1,2)
(b) Demuestre que Wi N Wy < R3

(C) L Es Wi UW, < R3?

(4) Sea W, = {A = < a2 > € Mg(2) | a1y + agy = o} C Mg(2)
az; a2

(a) Demuestre que W; < Mg(2)

(b) Determine Wy < Mp(2) tal que Mg(2) = Wy & Wy
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(5) Sea W = {(=z,y,z2,t) € R* | x + 2y — 32 = 0}.
(a) Demuestre que W < R*

(b) Determine una base de W

k
(6) Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,...,v,} C V. Si f ={wy,...,w,} CV tal que wy, = Zivi

i=1
para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que
({vr, 02, v }) = {wr, wa, .o wn )
(7) Sea Cl—m,w] = {f : [-m,7] — R | f Derivable en el intervalo [-7,7|}. Demuestre que a =
{1,senz,cosx} es un conjunto linealmente independiente en C[—m, 7]
Recuerde que C[—m, 7| es un espacio vectorial con las operaciones:
e (f+9)(x) = f(z) + g(z), para x € C[-m, 7],
o (A\f)(z) =Af(x), para A€ Ry x € C[—m, 7]
(8) Sean V un K espacio vectorial tal que dimg (V) =ny o = {v1,v2,...,v,} una base de V. Demuestre
que
S
B ={u1,ua,...,u,} tal que ug = ZUT» (para 1 < s < n) es un sistema de generadores de V
r=1
(9) Sea o = {vy,v9,...,v,} un conjunto Li en el R espacio vectorial V. (Es 8 = {wy,ws,...,w,} un
conjunto LI en V?. Si w; = avy + v;, para (i = 1,2,...1n) y a # —1 es un escalar fijo.
(10) Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,v2,-+ ,v,} C V. Demuestre que
i
abasede V. — [ ={wi,wy, -+ ,w,} es una base de V, donde w; = Zvj (1<i<n)
7j=1
(11) Sea oo = {wvy,vg,...,v,} una base del espacio vectorial real V. Define el conjunto 8 = {wy,ws,...,w,}
J
tal que w; = Z 2v;, para 1 < j < n. Demuestre que 8 es también una base de V.
i=1
1 -1 2
(12) Sea B ={1,1—2,1—22} una base de Ry[z],y A= | 3 0 1 | € Mg(3). Determine, si es posible,
2 -2 4

una base o de Ry[z| del tal forma que A = [I ]5 (Si es posible exhiba una tal base «, si no justifique
con precisién meridiana su respuesta)

(13) Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n. Considere o = {v1,v9,...,0,} C Vy g =
S
{u1,ug,...,uy} CV tal que us = Z'Us_l,_l_i, paras=1,2,...n.
i=1
(a) Demuestre que o base de V= § base de V
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(b) Determine [I]§

(14) Sea o = {v1,v2,v3} una base de R3. Si [I]z‘(g) = entonces determine la base «

O =
<A w e
N N

(15) En Rg[z], considere las bases a = {x, 2> + 3,222 + 2} y B ={z + 3,2 — 2,22 + 1}.

(a) Determine [I]5 y [I 13
(b) Determine [1 +z + 2%, y [1 + 2 + 2?3

(16) Considere las bases a = {(1,—-2,0),(0,1,0),(1,0,1)} y 8 = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R3. Deter-

mine [I]5 e [1]3

(17) Si P(2)

={l,z,2°} ya={1+x+2% —2—z+2% —1+2+ 22} dos bases de Ry[z] entonces determine
P(2)
(Lo e I

b

18) Siay = {(1,0,1),(—1,1,0),(0,0,1)} son dos bases ordenadas de R? tal que
(18)

1 -1 1
m? = 1o -2 1
1 11

Es la matriz de cambio de la basea para la base 8 entonces determine la base a.

(19) Sia={(2,1,2),(4,—1,0),(1,2,2)} es una base de R3, y u = (1,2, 3) entonces determine [u],
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9. Solucién de Situaciones de Desempeno: Espacios Vectoriales

(1) Demuestre que W = {p(az) =

Solucién

Zaixi € R, [z] | Zz’ai = 0} < Ry [z].
i=0 1=0

p(x) eW <= p(= Zazx € R, Zzal_o

<= Zazm € R, Zza,—O

= p(:n):a0+a1:n+2ai:ni A alz—zmi

1=2

(agx? + azz® + - + apa™) — (2002 + 3azx + - - - + na,)

ag(x? — 22) + az(x® — 3x) + ag(x —4x) + - + a, (2" — nx)

Retornamos a (*) a la luz de lo obtenido en (*) y nos resulta que

p(z) e W = p(x)=ag+ax(z? —2z) +az(z® — 3z) + ay(z* —4z) + - - + ap(z

— p(z) €

Luego,

({1, (z? — 2z), (2 — 32), (* — 4x), ..., (2" — nx))

W = ({1,(z? - 2z), (2® — 3x), (z* — 42),..., (2" — nz)) = W < R, [z]

(2) Sea W = {p(x) = ag + a1z + azx? | p(1) = 0}. Demuestre que W < Ry[x]

Solucion

Etapa 1. p(z) =0+ 0z 4+ 022 € Rao[z] y p(1) =0+0-1+0-12=0.

Luego (0) € Wy W # (.

Etapa 2. Sean p(x) € W y q(z) = by + byw + baz? € W entonces

—
—

—
—

p(x) =ag + a1z + agr? € Ry[z] Ap(1) =0
p(x) = ag + a1z + aga® € Rofz]A <= ag + a1 +ag =0

q(z) = by + bz + box® € Ry[z] A q(1) =0
q(x) = bo + b1z + bpa® € Rofa] Abo + b1 +b2 =0

" —nx)

(%)
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entonces

p(z) +q(z) = (ag+bo)+ (a1 + b))z + (az + bp)x? € Rofz] y

p(1)+q(1) = (ap+bo)+ (a1 +b1) 14 (ag +be) - 12
= (CL() +bo) + (a1 + bl) + (CLQ + b2)
= (ag + a1+ az) + (bg + by + b2)
= 040
=0
Luego, p(z) + q(x) € W.

Etapa 3. Sean p(z) € Wy A € R entonces
Mp(z) = Aag+ Aarx + Aagz? € Rofz] vy

Ap(1) = Xag+ Aag -1+ Aag - 12
Aag + Aai + Aas

Mag + a1 + az)

A0

0

Luego, Ap(x) € W, y W < Ry[z]
(3) Sean Wy = {(z,y,2) /22—y —2=0} CR}y Wy = {(2,9,2) / = + 2y + 32 = 0} C R3.
(a) Demuestre que W; < R? para (i = 1,2)
Solucién

Etapa 1. Wy # (), pues (0,0,0) € R3 y 2-0—0—0=0. Asi que (0,0,0) € W,

Etapa 2. Sea u € Wy y v € W, entonces

ueW, < u:(:z:l,yl,zl)€R3A2$1—y1—z1:0
veW, <— v:(xg,yg,zQ)ER3A2x2—y2—zQ:0

entonces
ut+v = (r1+2x2,y1+Yy2,21+22) € R? y
2(w1 +22) — (Y1 +y2) — (21 +22) = 221 +27T2 —y1 — Y2 — 21 — 22
= (2z1—y1—21)+ 2r2 —y2 — 22)
= 040
= 0

Luego, u+v € W,

Etapa 3. Sea u € Wy y A € R entonces

M = Az, Ay, Az) €R? oy
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(2Az1 — Ayr — Az1) = A2z —y1 — 21)
A-0
0

Luego, Au € Wy y W; <R3
Andlogamente, para W5 tenemos que
Etapa 1. Wy # (), pues (0,0,0) €R3* y 2-0+2-0+3-0=0. Asi que (0,0,0) € Wy

Etapa 2. Sea u € Wy y v € W5 entonces

ueWy <= u=(x1,y1,21) ER*Az; +2y +32, =0

vEWy <= v=(To,y22) ER3Azy+2ys + 32 =0

entonces
ut+v = (z1+T2,y1+y2,21+2) Ry
(1 +x2) +2(y1 +y2) +3(21 + 22) = 1+ 22+ 2y1 + 2y2 + 321 + 322
= (z1+2y1 + 321) + (v2 + 2y2 + 322)
= 040
0

Luego, u +v € Wy

Etapa 3. Sea u € Wy y A € R entonces

M = (Azp, Ay, Az) €R? oy

()\xl + 2 \y1 + 3)\21) = )\(xl +2y; + 321)
= X0
= 0

Luego, Au € Wy y Wy <R3
(b) Demuestre que Wy N Wy < R3
Solucién

Etapa 1. Wy N'Wsy # (), pues del ejercicio anterior, (0,0,0) € Wy y (0,0,0) € Wy
Etapa 2. Sea u € Wiy "Wy vy v € Wi NW5 entonces
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u€eW NWy, <«— u:(xl,yl,zl)ER?’/\uewl/\uEWQ
“— u:(xl,yl,zl)6R3A2x1—y1—z1:0/\:171+2y1—|—3z1:0
veEWI NWy <«— U:($2,y2,z2)GRg/\UGW1/\UGW2
<~ u:(xg,yg,zg)€R3A2x2—y2—22:0/\a:2+2y2+32220
entonces

utv = (x1+x2,y1+y2,21+22)€]R3 y

Como W; <R3 y W, < R? entonces u+v € Wi y u+v € Wy. Asi que u +v € Wy NW,y
Etapa 3. De la misma forma si A € Ry u € Wi N W, entonces Adu € Wi "Wy, y Wi N Wy <R3

(c) ¢ Es Wy U W, < R3?
Solucién

Observen que u = (1,2,0) € Wy y v = (—1,-1,1) € Wy, pero u +v = (0,1,1) &€ W1 UW,. Asi
que W1 UWy £ R3

_ _ ail a2 _
(4) Sea W, = {A = < 41 g3 > S MR(Q) |CL11 + age = 0} C MR(Z).

(a) Demuestre que W; < Mg(2)

Solucion

AeW, A:<a11 a12>GMR(2)/\a11+a22:0
as; a2

ai; a2
— A= € Mg(2) Aags = —a
< 4y o > r(2) A az 11

<— A:a11<(1) _(1)>+a12<8 (1)>+a12<$ 8)
= ({(§ 2)(8)-(3 8 v

(b) Determine Wy < Mp(2) tal que Mg(2) = Wy & Wy
Solucién
Etapa 1. Sea Wy el subespacio de Mg (2) pedido.
Etapa 2. Mg(2) = W; & Wy = dimg (Mg (2)) = dimg(W;) + dimg (Ws)

Luego, 4 = 3 4 dimg(W3), y dimg(Ws) =1

Etapa 3. Basta escoger Wy = <{< (1) (1) >}>, pues:
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(5) Sea W = {(x,y,2,t) € R*| 2+ 2y — 3z = 0}.
(a) Demuestre que W < R*

Solucién

weW — u=(z,y,2,t) eR'Az+2y—32=0
— u=(z,y,2t) ER* Nz =—-2y+32=0
— u=(-2y+3z,y,21t) A (y,z2t) R
= u=y(—2,1,0,0) + 2(3,01,0) + £(0,0,0,1)

Luego W = ({(-2,1,0,0),(3,0,1,0),(0,0,0,1)}) <R*
(b) Determine una base de W

Solucion

Sia=1{(-2,1,0,0),(3,0,1,0),(0,0,0,1)} entonces a genera W y para ver que es Li hacemos lo
siguiente,

al(—2,1,0,0) +a2(3,01,0) + a3(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
\
(—2a; +3a2,a1,a2,a3) = (0,0,0,0)
\
a]; = ay = ag = 0

Asi que « es una base W

k
(6) Sea V un K espacio vectorial y a = {wy,...,v,} C V. Si 8 ={wy,...,w,} CV tal que wy = Zivi

i=1
para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que
({vr, 02, vn}) = ({wr, wa, . wn )
Solucién
Etapal. Debemos demostrar que ({vi,vo,...,v,}) = {wi,wa,...,w,}). Es decir debemos mostrar

que ({v1,v2,...,0,}) C {wi,wa, ..., wy}) y w1, we,...,wy}) C {v1,v2,...,0,})

Etapa 2. Gestién de la informacion
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(a) En primer lugar, sabemos que
n
u € ({v1,v9,...,0,}) = u:Zaivi (a; e K:1<i<n)
1=1
n
v e ({w,we,...,wy}) <= v:Zbiwi (bieK:1<i<n)
i=1

(b) En segundo lugar,

wr = U
K wy = v+ 209
wp =Y v (k=1,2,...,n) = W3 = v1+20+3u
i=1 :
Wn, = v +2043v3+4+---+nvu,

Luego,

w1, wa, ..., wy}) C ({v1,v2,...,0,})

(¢) En tercer y tultimo lugar,

vT = wi
wp = v o W2 —wy
vy = ——
wy = v+ 209 2
w3 — W2
w3 = v1 + 2v9 + 3vs — U3 = T
w, = v+ 202+ 3v3+ - +nu, W, —wy g
Un =
Luego
{vi, vz, on}) © {wi,wa, .. wn )
(7) Sea C|—m,7| = {f : [-m, 7] —> R | f Derivable en el intervalo [—m,7]}. Demuestre que a =

{1,sen x,cos x} es un conjunto linealmente independiente en C[—7, 7]
Recuerde que C[—m, 7] es un espacio vectorial con las operaciones:

o (f+9)(@)=f(z)+g(z), para x € C[-m,7],
o (A\f)(x) =Af(x), para A e Ry z € C[—m, 7).
Solucién

Supongamos que tenemos la combinaciéon lineal nula. a; -1+ assen z + agcosx = 0 entonces derivando
respecto de x obtenemos el sistema lineal en las variables 1,sen x, cos x.

aq -1+ agsen x + azcosx 0 ay as a
0-1+agcosz—azsenzx = 0| 0 —ag a
0-1—agsenx—agcosx = 0 0 —as —a

w N W
o @
]
g5~
88
I
O O O

A



(8)
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entonces escalonando tenemos que:

a as as ai 0 0 ai 0O O
0 —asg as ~ 0 —as as =~ 0 as as
0 —ay —as 0 —agy —as 0 —asz ag
ay 0 O ay 0 0
0 asas a3 ~ 0 aoasg a? — a1 =az=a3 =0
3 3
0 —azaz a3 0 0 a3+ da}

Caso contrario el sistema homogéneo tiene rango maximo y entonces solucién unica, es decir 1 = 0,
senx =0y cosz =0 (Vz), lo cual es imposible. Por tanto « es Linealmente independiente.

Sean V un K espacio vectorial tal que dimg(V) =n y a = {v1,v9,...,v,} una base de V. Demuestre
que
S
B =A{u1,us,...,u,} tal que ug = qur (para 1 < s < n) es un sistema de generadores de V.
r=1
Solucién
Sea w € V entonces como « es una base de V existen unicos escalares aq, as, ..., a, tales que
w = aqv] + agy + -+ + apvy (%)
Pero,

Uy =vV1 < V1 =1U
Uy = V1 +Vy <= Uy = Ug — U]
U3 = V1 +V2 +U3 <= VU3 = U3 — U2

Sustituyendo en () tenemos que

w = aug + ag(ug —ui) + azg(us —ug) + -+ + ap(up — up_1)
= (a1 —az)uy + (ag — ag)ug + -+ + apuy

Luego (8 genera V.

Sea a = {v1,v2,...,v,} un conjunto Li en el R espacio vectorial V. (Es 8 = {wy,ws,...,w,} un
conjunto LI en V?. Si w; = avy + v, para (i = 1,2,...1n) y a # —1 es un escalar fijo.

Solucién

Sabemos que, & = {v1,vg,...,v,} es un conjunto Li en el K espacio vectorial V, lo que operacionalmente
se traduce en que

aiv1 +acvo+ -+ apv, =0y = a1 =ar=---=a,=0

En este orden de razonamiento, para verificar la calidad de dependencia o independencia lineal de (8
debemos mostrar que

aqwi+cws+ - +cuw, =0y = cp=cog=---=¢, =0
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En efecto, como w; = avy + v;, para (i = 1,2,...n) y a es un escalar fijo entonces

clwy + cowa + -+ - + cLw, =0y = cl(avl + U1) + Cz(am + Uz) + C3(a1)1 + U3) + -+ cn(avl + Un) = Oy
= fa(ci+ca+ - +¢) +alur +ava+ -+ v, =0y

alcip+eca+--+cp)+e = 0
Cy = 0
_— c3 = 0
¢, = 0
= aci+c1=0 A cp=---=¢,=0
= (a+1)er=0 A cg=--=¢,=0
= (a+1)=0Ve=0 A c=--=¢,=0
= c=c=--=¢=0 (a#-1)

Asi B es Linealmente independiente en V

(10) Sea V un K espacio vectorial y o = {v1, v, ,v,} C V. Demuestre que
i
abasede V. — [ ={wi,wy, -+ ,w,} es una base de V, donde w; = Zvj (1<i<n)
7j=1
Solucién
e Sea u € V entonces como « es una base de V existen tunicos escalares, aq,as, ..., a, tales que
U = aivi + agve + -+ + av, (17)
e Ahora por la forma de los elementos de [ tenemos que v; = w1 y parai = 2,3,...,n tenemos que
i—1 7
wi_1:ZUj/\w,~:Zvj = w; — Wi—1 = U; (18)
j=1 j=1

e Sustituyendo (18) en (17) tenemos que

u = ajwy +az(we —wi) + azg(wg — w2) + -+ + ap(wy — Wp-1)

= (a1 —az)wy + (a2 — az)ws + (a3 — ag)ws + -+ + (ap—1 — ap)Wp—1 + apwy,

Luego, 5 genera V
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n
e Supongamos que g cjw; = Oy entonces
Jj=1

n n S
E csws =0y = E Cs E v; | =0y
s=1 s=1 ]:1

1 2 n
= a|d vt d vt D v | =0
j=1 j=1 i=1
= (aatct+---cp)urt+(ca+-cp)va+ -+ (cao1 + Cu)Un1 + vy = Oy
cir+et+-rep = 0
02+”’Cn g O
Q%LI _ :>c,-:0 (121727 ,TL)
Cn_1+cn =0
¢, = 0

Asi que 8 es linealmente independiente y por tanto es una base.

(11) Sea oo = {w1,va,...,v,} una base del espacio vectorial real V. Define el conjunto 5 = {wy,ws,...

J

tal que w; = Z 2v;, para 1 < j < n. Demuestre que § es también una base de V.
i=1

Solucién

awy + 4 apwn =0y = 2(a1+ -+ ap)vi +2(a2 4+ Fan)va + -+ anvy, = Oy

ap+a+---+a, = 0
az+---+a, = 0

= oo ( Pues a es Li)
an—1+an = 0
a, = 0

= ap=an_1=---=a1 =0 y entonces [ es Li

Para mostrar que es un sistema de generadores, hacemos lo siguiente:

Siu € V entonces como « es base existen tinicos escalares aq,aq, - - - ,a, tal que

n
5 a;U;
=1

n
Ahora [ genera el espacio V si tiene solucién la ecuacion: u = E b;w;. Pero,
i=1

, Wy }
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n n J
u:ijwj — ’LL:ij <Z2’L)i>
j=1 j=1 i=1
n n n n
— u= ij v1 + Zb] vy + -+ Z bj Un—1 + Zb] Un,
Jj=1 Jj=2

j:n—l j:n

Como la representacién (19) es tnica para u entonces debe suceder que:

by +by+---+b, = am b1 = a1 —ay
bo+---+b, = a by = az—a3
: v luego, :
bn—l + bn = Qp-1 bn—l = Qp—1 — Gp
b, = ay by, = dan

Asi que

u= (a1 —ag)wy + (a2 —ag)wa + -+ + (ap—1 — ap) Wp—1 + an Wy
—— —— N—— \b/
bl b2 bn,1 n

Por tanto genera V, y entonces es una base.

1 -1 2
(12) Sea B ={1,1—2,1—22} una base de Ry[z],y A= | 3 0 1 | € Mg(3). Determine, si es posible,
2 =2 4

una base o de Ry[z] del tal forma que A = [I]5. Si es posible exhiba una tal base a, si no justifique
con precisién meridiana su respuesta.
Solucién

Supongamos que « = {p1(z), p2(z),3 ()} es una base de Ra[z], que satisface las condiciones propuestas
en el problema encima entonces por definicién

1 -1 2
1= (p@)s p2(2)ls [ps(@)lg)=| 3 0 1
2 -2 4
Por tanto,
1
pi(z)lg=1 3 — pi(z) =1+3(1—2)+2(1 — 2% =6 — 3z — 227
2
-1
[p2()]s = 0 — po(z) = 14001 —2) — 2(1 — 2%) = =3 + 222
-2
2
pa(x)]g=| 1 — p3(z) =2+ 1(1 —2) +4(1 —2%) =7 — x — 4a?
4
Entonces
a = {6—3x—22? —3+22° 72— 42°}
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Pero se debe observar que « no es base, pues es linealmente dependiente por un cédlculo directo, o

porque
1 -1 2 1 -1 2
det | 3 01 =det| 3 01 =0
2 -2 4 0 0 0
. Luego, A no puede ser una matriz cambio de base
(13) Sea V un K espacio vectorial tal que dimg (V) = n, Considere los conjuntos a = {vy,v9,...,v,} CVy

S
B ={uj,ug,...,u,}t CV tal que ugs = Z'Us_l,_l_i, paras=1,2,...n.
i=1
(a) Demuestre que o base de V= § base de V

Solucion

En primer lugar observamos que los elementos de la base § son de la forma:

1
uy = E Vi41—i = U1 — V1 = U
i=1
2
Uz = E Va4+1—i = U2+ U1 — V2 = U2 — U
i=1
3
us = E U34+1—i = U3+ v+ U1 << V3 = U3 — U2
=1 (20)
J
u; = E’Uj+1—z’ = VjF+vi-1+---+tu = v = Uuj —Uj—]
=1
n
Up = g Upntl—i = Up+Up_1+-++0V < Uy = Up— Up—1
=1

En segundo lugar, mostramos que S linealmente independiente.
n
Zajuj =0 < au1+agus+---+apu, =0
j=1
— a1 +ax(va )+ Fap(vn+ U1+ +v1)=0
— (a1+az+--+ap)vi+(aa+taz+ - +ap)va+ -+ (ap—1 + ap)Vp—1 + apvy, =0

atax+---+a, = 0
a+---+a, = 0

<~ : —a,=0p_1=---=a1 =0
p-1+a, = 0
a, = 0

Asi que S es linealmente independiente.
En tercer lugar, mostramos que 3 es un sistema de generadores.

Si u € V entonces como « es una base entonces existen unicos escalares ¢y, co, -+ , ¢, tales que
U = a1v1 + asvs + - - - + a,v,, pero de acuerdo con (20) tenemos que
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u=a1v1 + agua + -+ v = u=arur +ag(ug —ur) + 0+ ap(Un — Un-1)

= u= (a1 —az)u; + (ag —as)ug + - + (ap—1 + ap)an_1 + apuy

Luego 8 genera V, y por ende es una base de .

(b) Determine [I]§

Solucion

1z = ([u1]a[us]a [ugla - [un]a)
1 1 1 1
0 1 1 |
— oo 1 -1
00 O 1
1 1 0
(14) Sea o = {v1,v2,v3} una base de R3. Si [I]g‘(g) =11 1 3 4 | entonces determine la base «
0 4 1
Solucién
1 1 0
[[]?(3) = ([(17070)]Oc [(07 170)]0 [(0707 1)]a) = 13 4
0 4 1
Asi que
1
[(1,0,0)]o = | 1 <~ (1,0,0) =v; + vy
0
1
[(0,1,0a=[ 3 | <= (0,1,0) = v + 3y + dvs
4
0
[(O, 0, 1)]a = 4 <~ (O, 0, 1) = 4v9 + v3
1

Por tanto, tenemos un sistema que resuelve el problema.
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v1 + VU2 = (170’0)

2 _|_4 e —17 1,0
v1 + 3vg +4vg = (07 170) = 422 + Uvs = EO 0 1) )
4U2+U3 _ (0’0’1) 2 3 s Yy

4vy +8vs = (-2,2,0)

e 4’[)2 + v3 — (07 07 1)

. 22 1Y), 114y,
v3=\—5y5,—5 | ANv2= |, —7 —
3 T T 2 14 14 14

o (B4
e 4
(15) En Ry[z], considere las bases a = {z,2% + 3,222 + 2} y 8 = {z + 3,2 — 2,2 + 1}.

(a) Determine [I]5 (113

Solucién
Etapa 1. Por definicién la matriz [I]5 se construye como: [I]5 = ([#]5 [2* + 3]p [222 + 2]p)
Etapa 2. Luego, una buena estrategia es calcular en general: [ag + a1z + az2?] 3. Asi que
bo
lap + a1z + azz?]p = | b = ag+arx + agx® = bo(x +3) + by (x — 2) + ba(x? + 1)
by
<~ a9+ a1r + a2x2 = (3[)0 —2b1 + b9) + (bo +b1)x + bga:2
3bg —2b1+ba = ag
<~ bo + b1 = a
by = a2
3bg —2b1 = ag—as
= byg+0b = a1
bg = ag
2a1 — 3a; —
— by = ag; bo:w; O S
5 5
Luego,
ao + 2a1 — az
) 5
lao + a1z + aza®]y = | 301 —=do+ar (%)
5
a2
Etapa 3. Sustituyendo en la férmula (%), tenemos que:
2 2
- -0
5 5
mi=13 _21
5 5 5
0 1 2

Analogamente para []§, tenemos el mismo proceso. (o bien recordar que esta es la inversa de [1 1%)
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Por definicién la matriz [I]§ se construye como: [I|§ = ([z + 3o [# — 2a [2% +1]a)

Etapa 2.

Luego, una buena estrategia es calcular en general: [ag + a7 + azx?]. Asi que

[ap + a1z + axx?]q =

luego,

by = ag+ a1x + asx® = box + by (2 + 3) + by (22 + )

> ag+ a1z + agx? = 3by + (bg + bo)x + (by + 2b)x

3b1 = Qo
& byg+ by =

b1 +2bo = as
— bo _ 6&1 —3&2—(10'

6a; — 3as + ag

[ap + a1z + agxz]a =

Etapa 3. Sustituyendo en la férmula (%), tenemos que:

3

2

my=| 1 -

2
(b) Determine [1 + x

Etapa 1. Determinamos [1 + z + 22], usando la férmula ()

Etapa 2. Determinamos [1 + z + 22], usando la férmula (x).

2

3
2
3
1
3
_|_

X

2

W= W

—

3(12 — ap

1
3

o ¥ [1+ 2+ 2?5 Solucién

l+z+2%, =

6

ao

6

3

6

Wl Wl Wi

I

(%)

2
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l+z+2%s =

ol w at] DN

(16) Considere las bases a = {(1,—-2,0),(0,1,0),(1,0,1)} y 8 = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R3. Deter-
mine [I]5 e [1]5

Solucion

[[]g = ([(17—270)]ﬁ [(07170)]5 [(1707 1)]ﬁ) € MR(?’) (*)

Luego, debemos resolver la ecuacién, (z,y,2) = a1(1,1,1) + a2(0,1,1) + a3(0,0,1) para (z,y,z) € R3.

e.e.
(ZE,y,Z) = (11(1, 1, 1) + (12(0, 1, 1) + CL3(0,0, 1)
0
aq = T
(x,y,2) = (a1,a1 +az,a1 +az +a3) < a1 +ap = Yy|l=mau=rhaa=y—rNaz=2-yY
ayt+ax+az = =z
¢
x
[(z,9,2)]p = | y—= ()
2=y
Aplicando (xx) en (%) tenemos que
1 0 1
1 = -3 1 -1 (21)
2 -1 1

Anélogamente, para

Iz = (111 [(0,1,1)]a [(0,0,1)]a) € Mr(3) (%)
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Debemos resolver la ecuacién, (z,y, z) = a1 (1, —2,0)+az2(0,1,0)+as3(1,0,1) para (z,y, z) € R3. Es decir

(ﬂj‘,y, Z) = (11(1, _270) + a2(07 170) + (13(1,0, 1)
(i
ai + as =
(x,y,2) = (a1+as, —2a1 +ag,a3) < —2a1+a = y|—=a=x—zNag=y+2xr—22Nag=z2
as = Z
J
Tr—z
[(‘Tay7z)]a = Yy + 2x — 2z (**)
z
Aplicando (%) en (*) tenemos que
0o -1 -1
1z = 1 -1 -2 (22)
1 1 1

Finalmente podemos comprobar la calidad de nuestro trabajo!!!

1 0 1 0 -1 —1
nims = -3 1 -1 1 -1 =2
2 -1 1 11 1
100
= (010
00 1

(17) Si P(2) = {l,z, 2%} ya = {1+x+2%, -2z +2% —1+2+ 22} dos bases de Ry[x] entonces determine
P(2 a
12?1135
Solucién

Etapa 1. Debemos determinar las matrices [I ](I; @ ¢ [I ]%(2)

Etapa 2. Por definicién la matriz cambio de base es dada por
[1]5(2) = ([1 +x+ $2]p(2) [—2 -+ $2]p(2) [—1 +x + xz]p(g))

Por definicién la funcién coordenada [ |p(9) se construye como sigue:

1
l+z+2°=1-14+1-z+1-2> < [l+z+2%pg=| 1
1
—2
—2—z+a2’=(-1)-14+(-1)-2+1-2° <= [-2—z+2%pe = -1
1
-1
—1+x+x2:(—1)'1+1'$+1'$2 < [—1+$+$2]p(2): 1
1

Etapa 3. Finalmente sustituyendo los datos encontrados tenemos que
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1 —2 -1
me@ = |1 -1 1
11 1

Andlogamente, parall ]%(2) tenemos que

Por definicién la matriz cambio de base es dada por
m%(z) = (ma [#]a [xz]a)

Por definicién la funcién coordenada [ ]p(9) se construye como sigue:

140z +02% = a1(1+2+2%) +ag(—2 —z+ 2?) + az(—1 + x + 2?)
= (al—2a2—a3)+(a1—a2+a3)x+(a1+a2+a3)x2

Asi que debemos resolver el sistema de ecuaciones

a] — 2a2 —as = 1 1 1

a1 —ag +as = 0:>a2:0/\a1:§/\a3:—§

a1+ ag +asg = 0
Es decir

1 2 2 1 2

1 = 5(1+:17—|—x )+ 0(-2—z+z )—5(—1+:c+x )

Para las otras coordenadas tenemos célculos similares:
0+1-24+02 = ay(1+z+2?) +ax(~-2—z+2%) +az(~1+z+2?)

= (a1 — 2ay — a3) + (a1 — ag + az)x + (ay + ay + ag)x?

Asi que debemos resolver primeramente el sistema de ecuaciones

CL1—26L2—CL3 = 0
1 1 3
ay—ag+az3 = 1 :>a2:—§/\a1:—1/\a321
ay+azy+a3 = 0
Es decir
1 2 1 2 3 2
x = —Z(1+$+x)—§(—2—x+:p)+Z(—1+:17—|—x)
Y en segundo lugar,
S ) IR DU ORI
1 2 3 273 1= Nas 1

ay+az+az = 1
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Es decir

3 1 1
= Z(1+x+$2)+§(—2—$—|—x2)—Z(—1+x+$2)

Etapa 3. Finalmente sustituyendo los datos encontrados tenemos que

S~

e

—~

)

=
Nl= O NI
] QD s =
B[RO Qo

18) Siay B =1{(1,0,1),(—1,1,0),(0,0,1)} son dos bases ordenadas de R? tal que
(

1 -1 1
m = 1o -2 1
1 11
Es la matriz de cambio de la basea para la base 8 entonces determine la base a.

Solucion

Etapa 1. Supongamos que o = {u, us,u3} C R? es la base pedida

1 -1 1
Etapa 2. Com la matriz de cambio de base es [I ]5 = | 0 —2 1 | entonces por construcciéon se debe
1 11
verificar que
1 -1 1
Ha={ 0 —2 1) = ([uls [uzlp [us]p)
1 11
Asi que
1
[wlg=1| 0 <~ wu; =1(1,0,1) +0(-1,1,0) + 1(1,1,1) = (2,1,2)
1
-1
[uglg = | —2 <~ wuy=-1(1,0,1) — 2(—-1,1,0) + 1(1,1,1) = (4,-1,0)
1
1
sl = 1| <= wus=1(1,0,1) +1(-1,1,0) + 1(1,1,1) = (1,2,2)
1

Por tanto la base buscada es a = {(2,1,2), (4,-1,0),(1,2,2)}
(19) Si a={(2,1,2),(4,—1,0),(1,2,2)} es una base de R3, y u = (1,2, 3) entonces determine [u],

Solucién
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Recordemos que por definicién [u]l, = | b | <= (1,2,3) = a(2,1,2)+b(4,—1,0) +¢(1,2,2) entonces
c
a 2a+4b+c = 1 3
[u]a: b <~ a—b+ 2c = 2:>a:§/\b:__/\czo
c 2a + 2c¢ = 3

3
2
= [ula= 1
2
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